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Det imaginere Punkl paa en reel ret Linie betyder efter
v. Staudt som bekendt en med Leb forsynet — eller
som man kortere kan sige — en orienteret Involution af
Punktpar, der ikke indeholder noget reelt Dobbeltpunkt.
Man har senere opstillet andre Definitioner. Saaledes har
F. Klein foreslaaet en vilkaarlig cyklisk Projektivitet', og
senere har Amapeo® foreslaaet at benytte en vilkaarlig
Projektivitet uden reelle Dobbelpunkter, idet denne tages
sammen med alle sine Potenser. Ved de folgende Bemeerk-
ninger ensker jeg at gere klart, hvad der er det fwlles for
disse forskellige Fremstillinger, der jo endda hver for sig
kan varieres paa forskellize Maader.

Ser man nu paa, hvorledes dette bruges, legger man
Meerke til, at det jkke er de uendelig mange Led i Defini-
tionen, der benyttes, men at man kun har Brug for 3
Punkter. Ved v. Staudts Definition vzelger Involutionen
i Reglen bestemt ved to Punktpar, der skiller hinanden
harmonisk; men ved 3 Punkter bestemmes jo det fjerde
harmoniske Punkt — svarende til en bestemt Anordning
af Punkterne. - '

Det feelles for alle Fremstillingsmnaaderne er nu ogsaa
det, at der paa den reelle rette Linie findes en Samling af
reelle Trepunktsgrupper — vi-kan kalde dem Triader,
der tilfredsstiller falgende Betingelser:

' Mathem. Annalen Bd. 22 (p. 242) 1882.
? 1 gennemfort Form i »Geometria projettivaq, (1905) p. 164 og ff.
l*
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1) Der findes en Triade udgaaende fra ethvert reelt Punkt
af Linien; er 4, B, € en Triade — hvor Punkterne
felger paa hinanden i en bestemt Omlebs-
retning paa Linien — kan 4 altsaa vere et vilkaar-
ligt af Liniens Punkter.

2) To Punkter af en og samme Triade maa ikke falde
sammeri. '

3) Enhver projektiv Transformation, der forer én Triade
af Samlingen over i en anden, skal fere hele Samlingen
over 1 sig selv, og alle disse Transformationer skal veere
ombyttelige.

Vi vil nu antage, at Punkterne i Stedet for at ligge paa
en ret Linie ligger paa et Keglesnit k. Projektivitet paa et
Keglesnit er bestemt ved sin Projektivitetsakse p og ét Par
tilsvarende Punkter, idet Krydslinier skal sksere hinanden
paa p. Lad nu Projektivitetsaksen for en projektiv Trans-
formation 7j, der ferer en Triade ABC over i en anden
A{B;C, vere p, og lad den Transformation T, der farer
ABC over i en ny Triade A4,B,C, af Rxekken have Projek-
tivitetsaksen p,: Vi skal nu udtrykke den ovenfor nszevnte
Betingelse, at de to Transformationer skal vere ombyttelige.
(Fig. 1). Det Punkt M, der ved T, svarer til M, bestemmes
ved, at M;A og MA, skerer hinanden i et Punkt R af py;
det Punkt Mi,, der ved T, svarer til M, derved at M;,A og
A,M, skeerer hinanden paa py. Ifald man ombytter T, og
Ts, vil der til M svare et Punkt M, bestemt ved, at M,A
og MA, skeerer hinanden i et Punkt T af p,. Skal nu M,
ved T, fores over i M,,, maa Linierne M{,A og M,A; skere
hinanden i et Punkt S af p,. Men Punkterne M,AM,A, MA,
danner en Paskals Sekskant, saa at R, S og T ligger ud i
ret Linie. Heraf fplger, idet M er et vilkaarligt Punkt paa

Keglesnittet, at p; og p, maa falde sammen. Vi ser hermed,
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at den nedvendige og tilstraekkelige Betingelse for, at to
projektive Transformationer paa et Keglesnit er ombyttelige,
er at de har fwlles Projektivitetsakse.

Et Bundt Triader, der kan tjene til Bestemmelse af et
imaginzert Punkt, er altsaa bestemt ved to Triader ABC og
A,B,C,, idet disse bestemmer en Projektivitet, der indeholder
Punktparrene A44,, BB, CC,. Ligger Punkterne paa et Kegle-

snit, er herved fastlagt en Projektivitetsakse, der ogsaa skal

veere Projektivitelsakse for alle de projektive Transforma-
tioner, der forer Bundtet over i sig selv.

Man man naturligvis ‘i en bestemt Undersagelse holde
sig til en bestemt Type af Triadebundtet. Man maa én
Gang for alle vaelge et Triadebundt, lad os sige paa et fast
Keglesnit K, og vedtage, at alle andre i den foreliggende
Undersogelse benyttede Triadebundter skal dannes af den
valgte ved en projektiv Transformation. Har man gjort det,
er ethvert Triadebundt d. v. s. hvert imaginsert Punkt paa
en reel ret Linie — og ligeledes hver imaginsr ret Linie
gennem et reelt Punkt — bestemt ved en enkelt Triade.

Vi vil nu se, hvorledes dette omfatter de nsevnte Frem-
stillinger af et imaginsert Punkt. '
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Del er en elliptisk Involution, der oprindelig af v. StaupT
benyttes til Definition, men det, som stadig kommer til
Anvendelse, er som ovenfor nevnt denne Involutions har-
moniske Bestemmelse ved to Punktpar A44,, BB,. Som
Type paa denne I'remstillingsmaade kan man simplest tage
en Cirkel ky,, hvorpaa man veelger A og A; som et Par
diametralt modstaaende Punkter og B som et Endepunkt
for den paa AA! vinkelrette Diameter; tillige veelges den
uendelig fjerne Linie som Projektivitetsakse for alle de
‘projektive Transformationer, der ferer Triaderne ABA' over
i sig selv. Alle v. Staudt’ske harmoniske Fremstillinger
af et imaginzert Element er altsaa projektivt identiske med
denne.

Ved Kreins Fremstilling faar man den typiske Form
ved at dele en Cirkel i n ligestore Dele; hvis nu 4, B og
¢ er 3 paa hinanden folgende Delingspunkter, og man fast-
holder den uendelig fjerne rette Linie som Projektivitets-
akse som fer, vil Triaden ABC bestemme Gruppen. Punk-
terne behover naturligvis ikke at felge paa hinanden, man
kan I. Eks. veelge det 2det, 4de og 7de Delingspunkt. Simp-
lest er det at benytte n = 3.

Valger man 3 vilkaarlige Punkter paa Cirklen 4, B
og C, men fastholder den uendelig fjerne rette Linie som
Projektivitetsakse, har man Typen for AMapeos Fremstilling
i Triaderne 4,B,C. Man ser, at den sidste Metode er den
almindeligste, man kan faa. At Awmapro ikke ngjes med
Triaden ABC, men medtager i Bestemmelsen alle de Punkter,
der udledes af A ved Iteration af den Transformation,
der forer ABC over BCD, har en sewerlig Grund. Antager
man nemlig, at en Projektivitet har reelle Dobbeltpunkter,
vil man ved Iteration af Transformationen ud fra et vil-

kaarligt Punkt M faa Punkter, der konvergerer enten mod
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det ene eller mod andet af Dobbelpunkterne alf efter som man
itererer den direkte eller den inverse Transformation. Man
altsaa sige, at et reelt og et imagineert Dobbelpunkt begge
kan fremstilles paa'samme Maade, hvad der er ganske smukt.
Efter v. Staudt’s Definition af det imaginsere Punkt ved en
Involation er Forbindelsen mellem et reelt og et imaginzrt
Punkt; om man vil, noget abrupt.

Vi vil nu gaa over til i Korthed at se paa, hvorledes
Theorien om den projektive Transformation har udviklet
sig efter v. Staudt og ud fra v. Staudt’s Principer.

" Her maa da forst nsevnes en serlig Udvikling, som
skyldes den italienske Mathematiker Przri'. Den Frem-
stilling, Pier1 giver, er rent formel logisk — delvis skrevet
med. logiske Tegnsprog — saa at det kun er Navnene, der
gor det til Geometri. En saadan formel -Metode er natur-
ligvis fuldt berettiget og er i dette Tilfaelde seerlig interessant
ved sin fuldsteendige Gennemforelse®. Ved det store Antal
af Postulater bortskeeres aksiomatisk de fleste af de Spergs-
maal, man ellers naturligt vil stille i Anledning af v. Staunrs
Theori, saa vi i denne Forbindelse ikke skal gaa ind her-
paa.

Jeg maa ogsaa neevne en anden begyndende Udviklings-
reekke, som endnu ikke har sat sine Spor i Leerehogerne,
men utvivlsomt ved Lejlighed vil gere det. Her gaar man
ikke direkte ud: fra v. Staudi, men fra Mesius. Denne
definerer den projektive Sammenheng i Planen — for at
holde os dertil, — som en saadan, hvor Punkt svarer til
Punkt, og til Punkter ud i rvet Linie atter svarer Punkter

ud i ret Linie: Hermed. fores man ad naturlig Vej til Delini-

I AMaDEO L e ]
® Nuovi principii di geometria projektiva complessa, Accademia di
Torino 1905 p. 189—233.
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tion af Projektivitet paa en ret Linie ved harmoniske Punkt-
par. De Beviser, som Mgbins giver, mangler ikke meget i
at veere fuldt tilfredsstillende, men en Fremstilling ud fra
dette Grundlag er fuldt gennemfart af Zindler, Wiener Ber.
98 (1899).

Men som den vigtigste af alle Nyskabninger i ren
v. Staudt’sk Forstand maa neevnes M. Pasca’s: »Vorle-
sungen iiber neuere Geometrie«. (1882). I denne opbysgges
Projektivgeometrien paa Forudsaetninger'om Figurer be-
liggende 1 et forud givet endeligt Rum; indferes dernsest
metriske — seerlig Kongruen-axiomer, sammen med Ar-
chimedes Postulat, kan Projektivgeometriens Hovedssetning
bevises uden yderligere Kontinuitetsforudssetninger.

Vi vil'nu gaa over til den meget mindre Opgave, at
betragte selve den -Definition, v. Staudt giver af Projekﬁvitet;
herved vil vi indtil videre holde os til Punkter paa en reel
ret Linie. Den lyder som bekendt, at to Punktreekker er
projektive, naar der til 4 harmoniske Punkter i den ene
Figur svarer 4 harmoniske Punkter i den anden. Det er
nu ikke ganske klart, hvorledes dette skal opfattes. Det er
sikkert, at det i Definitionen ligger, at der til hvert Punkt
i den ene Figur — lad os sige den feorste — svarer et
Punkt i den anden, men der rejser sig, som det forste
Spergsmaal:

Er det nedvendigt allerede i Definitionen udtrykkelig
at postulere, at der ogsaa til ethvert Punkt i den anden
Figur skal svare et Punkt i den forste?

Hertil kommer saa et andet Spergsmaal:

Er det nedvendigt i Definitionen at medoptage, at Af-
hsengigheden skal vare kontinuert?

I det Hele er v. Staudts Stilling til Kontinuitet uklar.
Hele hans »Geometrie der Lage« viser, at han i hvert Fald
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vil have det mindst mulige at gere med Kontinuitet og
Grensebestemmelse. Overalt senere 1 Bogen bliver specielle
Tilfeelde ikkke betragtede som Gransetilfelde, men behand-
lede swerskilt, medmindre da Beviset for det specielle Til-
feelde kan fores paa selvsamme Maade som i det almindelige.
Men paa den anden Side kan han ligeledes efter Bogens
Plan ikke slippe for Kontinuitet. Ganske vist kan han paa
flere Steder slippe uden om ved at erstatte et Kontinuitets:
med et Skeeringspostulat. Naar han i »Beitriige« Nr. 12 ved
nogle faa Bemserkninger vil bevise en saa dybiliggende
Szetning som den, at to plane Kurver af ulige Orden lig-
gende i samme Plan altid mindst maa have ét Punkt fexlles,
betyder dette i Nutidens Gjne kun en tydeliggerende For-
klaring af et Postulat. Men netop ved Beviset for Projektiv-
geomelriens Fundamentalseetning slaar dette ikke til, og
her findes da et af de meget faa Steder i Bogen, hvor
Ordet »stetig« forekommer. Han vil bevise, at to projektive
Punkirsekker, der har 3 tilsvarende Punkter fzlles, maa
veere identiske. Hans bekendte Bevis derfor er feolgende;
naar ikke etlivert Punkt falder sammen med sit tilsvarende,
saa lad A og B veere to paa hinanden felgende af dem, der
gor det. Dette indeholder allerede en Modsigelse, da et
fjerde harmonisk Punkt til et af 3 givne Sammenfalds-
punkter med I-iensyn til A og B ogsaa maatte svare til sig
selv og tillige ligge mellem A og B. Dette Bevis er allerede
af den Grund ikke tillredsstillende, at man maa neere Tvivl
om Berettigelsen til at tale om paa hinanden falgende
Punkter i en ubegrenset Samling.

 El tredie Spergsmaal, der kan rejses, er det: Er det
nedvendigt at forudsaette, at der lil enhver harmonisk Fir-
punktsgruppe i den ene Figur skal svare en saadan i den
anden Figur?



10 ) Nr.16. C. JugL:

Det har nu vist sig, at samtlige tre Spargsmaal i det
-veesentlige skal besvares bensegtende, idet man dog herved
gaar ud fra, at den reelle Plan reprasenterer en afsluttet
Talplan, hvor hvert Punkt bestemmes ved to sedvanlige
reelle Tal-, og omvendt. .

Det var det andet af de ovennzevnte Spergsmaal, der
forst blev taget op til Behandling af F. Klein i 1873

Han var forst tilbgjelig til at mene, at Fordringen om
Kontinuitet maatte fojes til v. Staudts Definition, men noget
efter klargjorde baade han og andre, at dette ikke var ned-
wvendigt. Lad der nemlig til tre Punkter 4,B,C i den ene
Punktrsekke L svare tre Punkter 4, By, C;.1 den anden L,.
‘Man kan da ved fortsat Konstruktion af et fjerde harmo-
nisk Punkt faa f. Eks. det Liniestykke AB, der ikke inde-
holder C, saaledes fyldt med ubegrenset mange Punkter,
at ethvert Punkt af Liniestykket enten .falder sammen med
et af Punkterne i Samlingen M eller med et Fortstnings-
punkt for disse. Delte ser man hurtigst ved at tilleegge A,
B og C Koordinaterne 0,1 og o, hvorved Koordinaterne til
Samlingens . Punkter bliver de Tal, der kan skrives i et
Totalsystem: Punkterne paa det projektive Liniestykke
ABC udledes af de n=vnte.

I geometrisk Form er det vist af Zeuthen og Liiroth,
at Samlingen er overalt tet®.

Behandler man de tilsvarende projektive Liniestykker
af Iy paa samme Maade, ser man, at L og L, desekkes af
en overalt teet Meengde af indbyrdes tilsvarende Punkter i
Overensstemmelse med v. Staudt’s Definition. Det eneste,
der bliver Spergsmaal om, er om ogsaa tilsvarende Fortet-
ningspunkter svarer til hinanden i1 den projektive For-

' Math. Ann. 6. (1878). Bd. 7. (1874) p. 531.
* Math. Ann. 7. (1874). p. 535.; Bd. 17. (1880) p. 57.
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bindelse. Men Raekkefplgen af tilsvarende Punkter i -de to
nevinle Samlinger er den samme ifelge Konstruktionen.
Det kommer da kun an paa, om Reekkefglgen af alle til-
svarende Punkter maa blive uforandret ved at gaa over
fra L til L;; man skal med andre Ord vise, at naar 4 vil-
kaarlige Punkter A, B, C og D af L folger paa hinanden i
en bestemt Orden, da de tilsvarende Punkter 4,;B,C,D; og-
saa maa folge paa hinanden i den nedskrevne Orden. Men
dette felger af v. Staudt’s Definition. Har man nemlig to
Punktpar AB og €D, kan man ved Kontinuitetsbetragtninger
bestemme — eller ikke bestemme — et Par Punkter XY, der
skiller baade AB og CD harmonisk, eflersom de givne Punkt-
par ikke skilles eller skiller hinanden.. Da disse Bestemme]-
ser gaar uforandret over, folger Rigtigheden af Paastanden.

Men herved bliver. ogsaa det forste af de 3 opstillede
Spergsmaal besvaret. Ethvert Punkt af Linien L, er jo
enten et Punkt af den ovenfor nsevnte ud fra tre Punkter
A, B og C konstruerede Samling M eller ogsaé et Forteet-
ningspunkt i denne. Det har altsaa et beslemt tilsvarende
Punkt i L:

Den v. Staudt’ske Definition i sin oprindelige Udtalelses-
form har altsaa med Glans bevaret sin Stilling.

Der er dog ét Punkt, som der i det foregaaende ikke
er taget Hensyn til, og som szerlig er fremh=evet af Pieri,
nemlig den Mulighed, at det kunne veaere opgivet, at der
til to forskellige Punkter A og B af L svarede et og samme
Punkt 4, = B; af L,. Her kommer det an paa, hvad man
1 Definitionen vil forstaa ved 4 harmoniske Punkter, naar
lad os sige to af disse Punkter falder sammen. Man plejer
da 1 Reglen at sige, at i saa Fald maa et tredie Punkt
falde sammen med de to ferste, medens det fjerde bliver

fuldstaendigt ubestemt, og der kan ikke veere noget i Vejen
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for rent definitionsmaessig at slaa dette fast. Gor man dette, kan
v. Staudts Definition ogsaa i saa Fald bibeholdes, (hvorved
man naturligvis bortkaster den singulere Projektivitet). Lad
nemlig som ovenfor nevnt to adskilte Punkter A og B af
L svarer til samme Punkt 4, = B, af L,. Til et tredie Punkt
C af L skal svare et Punkt af L;, der enten kan veere for-
skelligt fra 4,, eller falde sammen med A4;. I det forste Til-
feelde vil der til det Punkt C! af L, der er harmonisk skilt
fra C ved A og B svare Punktet A,. Til Punktet € vil
der da efter den formelt fastholdt Definition svare et vil-
kaarligt Punkt af L d. v.s. Afhengigheden L—L, er ikke
entydig. Det samme’ ses endnu hurtigere, naar C; falder
sammen med Ay; v. Staudt’s Definition udelukker altsaa
Muligheden af, at der til to adskilte Punkter af L kan svare
el og samme Punkt af L,. Nogel andet er det, naar man
slet ikke vil tale om, at 4 Punkter er harmoniske i det Til-
feelde, at nogle af Punkterne falder sammen; i saa Fald
maa den omtalte Fordring tilfajes Definitionen. Vi kan
f. Eks. holde os til den forste Vedtaegt.

Paa dette Sted kan vi benytte Lejligheden il at gere
opmerksom paa, at det i det Hele er karakteristisk for
v. Staudt, at han kun interesserer sig for de tilstrekkelige
Definitioner; medens han ikke legger Vaegt paa at give de
nedvendigeo: dem, der forlanger de feerreste Betingelser.
Dette medferer, da Definitionerne derved almindeligvis inde-
holder overflodige Led, at der bagefter maa fores et Eksistens-
bevis. Et saadant [ores i det her behandlede Tilfxlde let
ved paa sazdvanlig Maade at reducere den projektive Trans-
formation til paa hinanden felgende perspektiviske.

Ad analytisk Vej har Darboux! i en overordentlig ele-

! Sur le théoréne fondamental de la geometrie projective. Malh Ann.
Bd. 17 p. 55.
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gant lille Artikel vist det samme som ovenfor er udviklet
— forevrigt i Forbindelse med en geometrisk Udvikling,
der vesenlig falder sammen med den ovenstaaende. Men
Darboux har i Virkeligheden ved sin analytiske Metode
vist mere, end han selv siger, idet han nemlig ikke be-
nytter, at der til enhver Gruppe af 4 harmoniske Punkter
i den ene Figur skal svare 4 harmoniske Punkter 1 den
anden.

I Overensstemmelse hermed kan man give folgende
Definition af projektive Punkireekker, der er fuldt til-
straekkelig.

To Punktrekker er projektive naar felgende
Betingelser er tilfredsstillede:

1) Til hvert Punkt i den ene Rxkke L skal svare et
Punkt i den anden L;.

2) Der findes to Par tilsvarende Punkter A og
Ay, B og B) saaledes, at der til 4 harmoniske Punk-
ter, der indeholder mindst et af Punkterne 4 og
B, atter svarer 4 harmoniske Punkter?.

Pieri giver herfor lc. et Bevis knyllet til hans ovenfor
nevnte logiske Formuleringer'. I det folgende benytter jeg
en lidt anden Formulering. Herved vil vi ved lovlige Kon-
struktioner forstaa saadanne Konstruktioner af fire har-
moniske Punkter, hvori mindst et af de fremhw=evede Punk-
ter A og B indgaar. Man kan nu forst ved lovlige Konstruk-
tioner bestemme den ovenfor nevnte Punktsamling M, lad
os sige paa det projektive Liniestykke ACB. Man kan da
forst vise, at der til ethvert Punkt X af dette Liniestykke
maa svare et Punk{, der ligger paa Liniestykket A,C;B;.
Der findes nemlig efter Valget af X et Punktpar EF, der

' Hvis man ikke vil have harmoniske Grupper med sammenfaldende
Elementer, maa den ovenfor Side 12 nsvnte Betingelse tilfojes.
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skiller baade AB og CX harmonisk. Der findes da ogsaa
et Punktpar, der skiller 4,B; og C,X; harmonisk d.v.s.
X, ligger paa Stykket A4,C;B. Det kommer dernmest kun
an paa at vise, naar to Punkter X og Y paa Stykket ACB
ligger saaledes, at AXYB danner en Felge, da ogsaa de til-
svarende Punkter AX;Y B, vil danne en Felge Fig. 2.
Lad nu X og Z vere to Punkter paa Stykket ACB
valgte saaledes, at AXZB danner en Felge. Lad U vezere et
Punkt, der er harmonisk skilt fra B ved XZ, og lad VY
vare et Punkt, der er harmonisk skilt fra A ved B og U.
Da nu Punktparrene XZ og AY begge er harmonisk skilte
ved BU, vil de selv ikke skille hinanden d. v.s. ¥ maa

4 XU zV¥ ¢ &
Fig. 2. _

ligge udenfor Stykket XUZ. Men Y maa tillige ligge uden-
for det Stykke BU, der indeholder A, og da Punkterne
AXU folger paa. hinanden i Ordenen ACB, maa Y ogsaa
ligge udenfor Stykket AXU. Y maa altsaa ligge paa det
projektive Stykke ZB der ikke indeholder X, saa at AXYB
danner en Fglge. Men de neevnle lovlige Konstruktioner
viser da ogsaa, al naar X og Y ligger saaledes, at AXYRB
danner en Felge, man da paa Stykket ACB kan {inde
Punkter U og Z, som paa dén nevinte Maade forer fra
X til Y. ;

Da lovlige Konstruktioner gaar uforandret over fra L
til L;, er Paastanden nu godtgjort for Punkter beliggende
paa det projek;cive Liniestykke ACB, men dette er aaben-
bart ogsaa tilstreekkeligt.

Adskilligt kortere og overskueligere er ganske vist det
analytiske Bevis Darboux giver.

Lad os antage, at der paa en ret Linie findes en saa-
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dan Afhengighed, at der. til ethvert Punkt « — 2: et Punkt

Idet man nu antager, at Punkterne 0, 1, e svarer til sig
selv, og at der til' 4 harmoniske Punkter dtter svarer 4
harmoniske, kommer det an paa at vise, at man maa have
f(x) = x for enhver (reel) Verdi af .

Men af Forudszlninger folger, at

xy Xy = 24
skal medfere

)+ fla = 2( 2 %),

Denne Ligning giver for x, —

) = 2/(%).

saa at (1) kan skrives
f(x) + flxe) = flag+ ).

Af denne kan man endnu ikke finde f(x), hvilket der-
imod — som bekendt fra Analysen — er Tllfaeldet naar
man ved, at f(x) er en stadig voksende Funktion.
Men man kan ogsaa benytte, at x; x, = x;” maa med-
fore

(o) fes) = (f(ﬁca))z

Satter man heri x, = 1, bliver x; positiv, og man faar

fa = ()

ot [(x,) er ogsaa positiv naar x; er positiv,

Af f(:r—l—b) = f(x)-F f(b) ser man saa, at f(x) Voksel
med x.

Det er let at se, at man ikke herved har benyttet sig
af 4 vilkaarlige harmoniske Punkter. C
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Ved det foregaaende har vi alene holdt os til reelle
Punkter paa en reel ret Linie, det eneste, de nmvnte Foff
(undtagen Pieri) har beskeeftiget sig med. Det er heller
ikke meget, man behover at tilfgje for at medtage imagi-
nere Elementer. .

Vi vil ferst teenke paa den i Begyndelsen af dette Arbejde
nevnle Bestemmelse af det imaginzere Punkt ved en bestemt
Type af Projektiviteter. Herved bliver ogsaa den imaginsere
Linie liggende i en reel Plan og den imaginzre Plan be-
stemt. En imagineer Linie af anden Art bestemmes dernzest
som Samlingen af de felles Punkter for to imaginsere
Planer, hvis reelle Akser ikke skeerer hinanden. For nu at
komme videre, maa man vise, at Beererne for Liniens
Punkter danner en lineser Kongruens. Det sker hos v. Staudt
ved i Overensstemmelse med Chasles at definere den
linezere Kongruens som Samlingen af alle Involutionsak-
serne for de Punktpar, hvori en Involation af Frembringer-
par paa en Hyperboloide skserer en vilkaarlig Plan. Man
skal her blot ombytte de involutoriske Frembringerpar
med Par af tilsvarende Frembringere i en Projektivitet.
Dette maa imidlertid give samme Samling som oprindelig,
thi enhver Projektivitet bestemmer jo ved sin Projektivitets-
akse tillige en Involution med den sidstnavnte Linie til
Involutionsakse; tillige bemserkes, at Typen bliver ufor-
andret ved at gaa over fra et plant Snit til et andet.

Vi vil nu gaa over 1il at se paa den Definition, v. Standt
giver af Projektivitet, naar imaginere Punkier skal med-
tages. 1 det @jemed indferer v. Staudt den Undergruppe &
af en Linies Punkter, som han kalder Keede; i algebraisk
Tydning er en Kede Samlingen af de Punkter, hvor alle
de. af 4 Punkter dannede Dobbeltforhold er reelle. Man kan
vise, at ethvert Punkt i Linien udenfor en Keede kan frem-
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stilles ved en orienteret Involution af Punktpar paa & — i
Overensstemmelse med, at ethvert imaginert Punkt paa
en reel ret Linie kan fremstilles ved en reel Involution af
Punktpar paa Linien. Naar altsaa A, Bog C er tre Punkter af
en Kwede k, D et Punkt adenfor denne, kan D fremstilles ved
en orienteret Involution af Punktpar paa k. Naar denne
Involutions Leb falder sammen med Lebet ABC, kan man
sige, at Tetraden (Wurf) er posiliv — ellers negativ. Naar
D ligger i k, kaldes Tetraden neutral. Man kan nu — ikke
efter v. Staudt's Ordlyd — men fuldstendig efter hans
Mening definere:

To Punktrekker, hvor Punkt svarer til Punkt,
er projektive, naar tilsvarende Tetrader enten
begge er neutrale eller begge har det samme
IFortegn.

Her ser man nu forst — idet man jo kan holde sig til
en enkelt Kede ligesom for, at Afhzngigheden maa veere
kontinuert og entydig i begge Retninger, selv om dette ikke
udtrykkelig fremhwves i Definitionen. Det er tillige tyde-
ligt, at Definitionen forlanger alt for meget. For ikke at
blive for vidtleftig skal jeg nejes med falgende.

Det er omtrent, men ikke helt tilstreekkeligt at forlange,
at der til enhver neutral Tetrade atter skal svare en neu-
tral, d.v.s. at der til enhver Kzede alter skal svare en Ksde.
Det maa endnu tilfejes, at et Par af tilsvarende ikke neu-
trale Tetrader skal have samme Fortegn?,

Men det er endnu for meget at forlange, at enhver
Keede skal svare til en Ksede. Man kan holde sig til fsl-
gende Formulering i denne Form; ‘

To retliniede Punktrzkker, hvor der til et

! Dette er udtrykkelig fremhzvet i min Disputats fra 1885, S. 13:

»Bidrag til den imaginzre Linies og den imaginzre Plans Geometri«.

Vidensk. Selsk. Math.-fys, Medd. V11, 16. 2
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Punktiden ene Figur svarer et Punktiden anden,
er projektive, naar der til enhver Kade, der gaar
gennem et Punkt A svarer en Kede gennem et Lil-
svarende Punkt A, til en enkelt Kede, der ikke
indeholder 4, svarer en Keede der ikke indeholder
A, og man endvidere om en eller anden ikke neu-
tral Tetrade ved, at den har samme Fortegn som
sin tilsvarende.

Man ser dette lettest ved at belragte Skearingspunkierne
mellem en reel fast Plan = og Beaererne for Punkter af Keder
af en i en imagineer Plan liggende imaginzer ret Linie L. Bee-
rerne er Frembringere i en Hyperboloide, og disse skeerer = i
Keglesnit, der alle gaar gennem de to imaginere Punkter, hvori
w skeerer L og den konjugest imaginzere Linie til L. Ved
en reel Homografi kan man nu transformere de to faste
imaginsere Punkter over i Cirkelpunkterne, og man har da
folgende Setning at vise:

Naar der i en entydig Afhengighed mellem en reel Plans
reelle Punkter til enhver Cirkel gennem et Punkt A svarer
en Cirkel gennem et tilsvarende Punkt A, og desuden til
en eller anden Cirkel, der ikke gaar gennem A, svarer en
Cirkel, der ikke gaar gennem A,, saa vil der til enhver
Cirkel i den ene Figur svare en Cirkel i den anden. (En-
tydigheden forlanges kun den ene Vej). Rigtigheden heraf
ser man hurtigt ved at invertere den ene Figur ud fra A,
den anden ud fra A,. Dermed dannes to nye Figurer, der
maa vere projektive, thi Punkt svarer til Punkt, og ret
Linie til ret Linie; spécielt ser man, at den uendelig fjerne rette
Linie svarer til sig selv. Men da maa ifelge den sidstnzevnte
al Forudssetningerne Planens Cirkelpunktpar gaa over i sig
selv og altsaa hver Cirkel svare til Cirkel. Denne Egenskab

gaar ved Inversionerne over til de oprindelige Figurer.
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Man kan naturligvis ogsaa definere Projektivitet mellem -
rette Liniers reelle og imaginsere Punkter formelt paa andre
Maader. Da fire harmoniske Punkter (med Dobbeltfor-
holdet —1) maa ligge i samme Keede, vil de Punkter, man
ved fortsat Konstruktion af det fjerde harmoniske Punkt
ud fra tre Punkter 4;B;C, leegge en overalt teet Punktmaengde
i Keden (ABC). 1 Henhold til det tidligere kan man der-
for ogsaa definere: ,

To Punktrazkker er projektive, naar der til 4
harmoniske Punkter atter svarer fire harmoniske
Punkter og man ved, at der findes 2 tilsvarende
ikke nentrale Tetrader, der har samme Fortegn.

‘Man kan nwsten undre sig over, at v. Staudt ikke har
benyttet sig af denne Definition, der i saa hej Grad slutter
‘sig til hans Definition af reelle projektive Punktreekker. Og
dog er det fuldsteendig forstaaeligt, thi v. Staudt fore-
treekker overalt tilstreekkelige Definitioner der tillige er de,
der giver det korteste Udtryk.

Forelagt paa Mpdet den 8, April 1427,
Fwerdig fra Trykkeriet den 30. Juni 1927,








