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VORWORT

D
er von Mrs . ANLAS SCOTT eingeführte Begriff Inde x

einer ebenen Kurve hat sich auch in dem Sinne al s

fruchtbar erwiesen, dass er zu nicht uninteressanten Pro -

blemen Anlass gegeben hat, um so mehr als er für nicht al-

gebraische Kurven endlicher Ordnung ebenso viel Bedeutung

hat, wie für algebraische . Besonderes Interesse erweckt di e

Frage nach den Kurven von Maximalindex 	 und ebenso

von Maximalklassenindex . Der Begriff ist auch schon mehr-

' fach auf Raumkurven erweitert worden .

Es liegt nun sehr nahe, auch die Flächen von Maximal -

index zu untersuchen ; eine Fläche nter Ordnung ist vo n

Maximalindex (von M. I .), wenn sie von jeder Geraden ent -

weder in n oder auch in (n - 2) getrennten oder zusammen -

fallenden Punkten geschnitten wird (wobei selbstverständlic h

nur von reellen Elementen die Rede ist) .

In der vorliegenden Arbeit beabsichtige ich besonders

die Regelflächen zu behandeln und bestimme sämtlich e

topologisch irreduktible Regelflächen von M . I . Es ergibt

sich, dass man nur zwei Möglichkeiten hat ; die eine liefer t

eine Regelfläche mit einer (n -1) fachen, die andere ein e

solche mit einer (n-2) fachen Leitlinie . Mit diesen kann

man die reduktiblen durch Zusammenzetzung herstellen .

Für n = 4 habe ich auch alle die möglichen Zusammen-

stellungen gegeben, wobei es sich sowohl um nicht alge -

1 t



Nr . 5 . G . JU EL :

braische Elementarflächen wie um algebraische Flächen

handelt. Weil eine Regelfläche von M . L auch eine Fläche

von Maximalklassenindex ist, sind die letzteren auch hie r

mitbestimmt .

Als Flächen von M. I ., welche keine Regelflächen sind,

hat man schon die Flächen zweiter und dritter Ordnung .

Für die Flächen vierter Ordnung, welche keine Linienfläche n

sind, bestimme ich noch die einzige solche Fläche von M. I .,

welche sich als eine Steinersche Fläche erweist . Es ist nicht

unmöglich, dass dies die einzige algebraische und irreduk-

tible Fläche von M. I. ist, welche nur eine endliche Zahl

von Geraden enthält, aber ich muss diese Frage liegen

lassen .

Ich bemerke noch, dass die vorliegende Arbeit in starke r

Verbindung steht mit einer früheren über Kurven von M . I .

auf einer einfachen Regelfläche . Dort war es aber mir die

Hauptsache, für die betrachteten 'Kurven die charakteristi-

schen Zahlen zu finden, und es sind deshalb die hier ge-

gebenen Beweise von anderer Art als die früheren .



Über Flächen von Maximalindex .

§ I .

Einleitende Sätze .

Index einer ebenen Kurve ist nach Mrs . ANGAS SCOT T

die kleinste Zahl, so wie Ordnung die grösste Zahl der

Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden ihrer Eben e

ist ; selbstverständlich ist hier ausschliesslich von reellen

Gebilden die Rede. '

Zusammenfallende Schnittpunkte mit einer Geraden a

werden so abgeschätzt, dass man die Lage der Geraden ei n

wenig ändert und daraus ersieht, wie viele von den neuen

Schnittpunkten zusammenrücken, wenn die geänderte Gerad e

wieder in a übergeht . Dies ist jedoch so zu verstehen, das s

man diese Bestimmung für jeden mehrfachen Schnittpunk t

für sich anstellen soll . So hat z . B. eine einfache Tangente

zwei und eine Wendetangente drei zusammenfallende Punkt e

mit der Kurve gemein. Wenn nun die Wendetangente in

A die Kurve in einem anderen Punkt B berührt, dann

rechnet man; dass diese Gerade in A und B zusamme n

fünf Punkte mit der Kurve gemein hat, selbst wenn ma n

keine der genannten Tangente naheliegende Gerade , finden

kann, welche fünf A und B naheliegende Punkte mit de r

Kurve gemein hat .

Eine durch eine Spitze A gehende allgemeine Gerad e

Siehe : »On the circuits of plane curves« by CnARLOTTE ANGA S

SCOTT ; Transactions of the American Math. Society. Vol . 3 . 1902 p . 388 .
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schneidet dort in zwei zusammenfallenden Punkten, ein e

Tangente aber in drei . Man rechnet nun, dass eine Gerade

a, welche in zwei Spitzen A und B einer Kurve Tangent e

ist, dieselbe in diesen Punkten sechsmal schneidet, ob -

gleich hier keine a naheliegende Gerade zu finden ist, welch e

die Kurve in sechs A oder B naheliegenden einfachen Punk -

ten schneidet .

Jede Kurve mit Doppelpunkten lässt sich in Pseudo -

zweige zerlegen, welche von einem Doppelpunkt O aus -

gehen, indem man von O aus die Kurve soweit durchläuft ,

bis man wieder zu 0 zurückkehrt . Wenn 0 ein Selbst-

berührungspunkt ist, dann wird der Pseudozweig eine selb-

ständige Kurve sein, und die ursprüngliche ist nach der i n

dieser Arbeit gebrauchten Definition r e d u z i b e I . Sonst is t

der Pseudozweig keine »völligstetige« Elementarkurve, in -

dem er in 0 einen Winkelpunkt hat . Den Pseudozweig kann

man aber in eine völligstetige Elementarkurve umwandeln, in -

dem man die genannten Winkelpunkte passend abrundet . '

Eine ebene Kurve liter Ordnung von Maximalindex hat

den Index n-2 .
Über diese Kurven hat man die folgenden leicht be-

weisbaren Sätze. '

1) Jede Tangente und jede durch eine Spitze gehend e

Gerade schneidet ausser in dem doppel zu rechnenden

Punkt noch in (n-2) Punkten. Umgekehrt ist jede Kurve ,

welche von den genannten Geraden ausser in dem doppe l

zu rechnenden Punkt noch in (n-2) Punkten geschnitten

wird, eine C" von M. I .

2) Eine Kurve von M . I . kann keine doppelte Stützge-

rade haben. Umgekehrt ist jede irreduzible Kurve endliche r
1 Siehe auch : HANS MOBEMANN : Über algebraische und nicht alge-

braische gewundene Kurven n-ter Ordnung vorn Maximalindex, Math .
Ann ., Bd . 78, S .171 .
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Ordnung ohne doppelte Stützgerade von M . I., wenn

noch keine Wendetangente ausserhalb des Berührungs-

punktes auch Stützgerade ist .

3) Wenn eine Kurve von M. I . sich in mehrere Teil-

kurven auflöst, dann ist jede derselben von M . I . Umgekehrt

bilden zwei Kurven von M . I. eine reduzible Kurve vo n

M. I., wenn sie keine Stützgerade gemein haben .

4) Eine ebene Kurve von M . I . muss, wenn ihre Ord -

nung grösser als drei ist, wenigstens einen Doppelpunkt

haben .

Denken wir uns nämlich erst, dass die Kurve ohne

Spitzen ist . Da sie von M . I . ist, hat man also eine Kurve

ohne andere Punkt- und Tangenten-Singularitäten als Doppel -

punkte und Wendetangenten . Eine solche Kurve muss abe r

entweder zweiter oder auch dritter Ordnung sein . '

Von Spitzen kann die Kurve jedenfalls nur eine haben ,

denn die Verbindungsgerade zweier Spitzen würde eine

doppelte Stützgerade sein . Aus ebendemselben Grunde kan n

durch die Spitze 0 keine ausserhalb O berührende Tan -

gente gehen. Rundet man also die Spitze ab, kann deshal b

keine in der unmittelbaren Nähe von 0 berührende Doppel -

tangente auftreten, und die abgerundete Kurve muss dritte r

Ordnung sein. Das bleibt aber auch noch gültig, wenn die

Abrundung aufgehoben wird .

Es mag an dieser Stelle noch bemerkt werden, dass eine

Wendetangente in einem Punkt M nicht nur als eine in M

berührende, sondern auch als eine durch M gehende un d

ausserhalb M berührende Tangent betrachtet werden soll.

Wir wollen uns jetzt an Kurven vierter Ordnung vo n
Für n paar siehe : Ebene Elementarkurven, Kgl . Danske V . S . Skrif-

ter 1914 S. 22 ; für den schwierigeren Fall n unpaar siehe : STENFORS, Ei n

Satz über völligstetige geschlossene Kurven, Societas scient. Fennica 192 2

I, 27 S . 1 .
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M. I. halten. Ist die Kurve . irreduzibel, dann hat sie ent-

weder zwei oder auch drei Doppelpunkte s . Ist sie nicht ir -

reduzibel, dann muss sie entweder aus zwei Kurven vierte r

Ordnung, oder aus zwei zweiter Ordnung, oder zwei dritte r

Ordnung, oder auch aus einer C2 in Verbindung entweder

mit einer C' oder mit einer C 3 zusammengesetzt sein .

Wir wollen diese Möglichkeiten in aller Kürze vor -

nehmen .

Erstens sehen wir, dass zwei Kurven Ci und C2 nicht

eine Kurve vierter Ordnung von M . I . bilden können . Die

zwei Kurven müssen nämlich beide von M . I . sein, und

jede Gerade muss mit einer der Kurven mindestens zwe i

Punkte gemein haben, auch jene, welche mit der andere n

Kurve vier Punkte gemein hat .

Nehmen wir nun zwei Kurven zweiter Ordnung . Wenn

diese s Punkte miteinander gemein haben, dann werde n

sie, wenn nicht s = 0 oder s = 4, auch s Tangenten mit -

einander gemein haben.' Wenn aber die zwei Kurven wede r

Punkte noch Tangenten miteinander gemein haben, mus s

die eine derselben ganz innerhalb der anderen liegen, und

dann wùrde man eine Gerade linden können, welche keinen

Punkt mit beiden Kurven gemein hätte . Wenn also zwe i

C 2 eine C' von M. I . bilden, müssen sie vier Punkte gemei n
haben. - Doppelrührung nicht ausgeschlossen .

Um klar zu machen, dass Kurven von M . I . besonderer

Art existieren, ist es oft bequemer, die Existenz der ent -

sprechenden Kurven von Max . Klassenindex nachzuweisen . '

Durch Dualisierung erhält man dann die gesuchten Kurve n

von gewöhnlichem M . I .

1 Siehe : »Indledning i Læren om grafiske Kurver«, Kgl . D . Vidensk .
Selsk . Skr. 6. R . X 1899 S . 19 .

z Hierauf hat besonders Hr . J . v . Sz. NACY aufmerksam gemacht,
siehe Math. Ann. Bd . 89 S . 32 .
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So sieht man gleich, dass zwei Kurven zweiter Ord-

nung, welche ganz auseinander liegen, eine Kurve vierte r

Klasse von Max. Klassenindex bilden .

Eine solche Kurve wird auch gebildet von einer Kurve

vierter Klasse mit vier Spitzen und zwei Doppeltangente n

in Verbindung mit einem diese im Inneren enthaltenden Oval :

Ersetzt man in der letztgenannten Figur die Kurve vierte r

Klasse durch eine oder zwei ganz auseinander liegende n

Kurven dritter Klasse mit drei Spitzen, welche innerhal b

des Ovales liegen, dann erhält man auch eine Kurve vierte r

Klasse von Max . Klassenindex. Dasselbe bleibt auch noch

gültig, wenn man die zwei Kurven dritter Klasse beibehält ,

aber das Oval auslässt .

Hiermit sind die vier obengenannten Möglichkeiten all e

abgetan : man kann z . B. also zwei Kurven dritter Ordnung

zu einer Kurve vierter Ordnung von M . I . zusammensetzen.

Von diesen kann die eine, aber auch nur die eine einen

Doppelpunkt haben, denn die Verbindungsgerade zweie r

Doppelpunkte würde sechs Punkte mit der Kurve gemein

haben .

Im folgenden haben wir mehrmals Gebrauch zu machen -
von einer Kurve C2 zweiter Ordnung, welche von jedem

durch einen Punkt A gehenden Kegelschnitt in höchstens .

vier Punkten geschnitten wird . Solche Kurven existiere n

auch als , nicht algebraische, indem man von dem bekann-

ten Böhmerschen Oval ausgeht.' Ein solches wird ersten s

von jeder Hyperbel, d. h. von jedem durch einen unendlic h

fernen Punkt Al gehenden Kegelschnitt in höchstens vie r

Punkten geschnitten. Daraus erhält man durch eine reelle

projektive Transformation die gesuchte Kurve in dem Fall ,

dass der feste Punkt A ausserhalb CJ liegt . Aber das Böh-
Siehe P. BÖHmEk : »Ober elliptisch-konvexe Ovale«, Math . Ann .

Bd . 60 . S . 256 (1905).
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mersche Oval wird auch von jeder Parabel in höchsten s

vier Punkten geschnitten . Man erhält also durch eine du-

alistische Transformation des Söhmerschen Ovales auch

die gesuchte Kurve in dem Fall, dass A innerhalb G 2 liegt .

Die folgende Untersuchung behandelt die Flächen vo n

Maximalindex . Eine Fläche ist von M . I., wenn alle ihr e

ebenen Schnitte von M . 1. sind. Flächen dieser Art hat man

schon in Kegelflächen, deren Leitlinien von M . I. sind.

Diese lassen wir ganz bei Seite liegen und behandeln ins-

besondere die irreduktiblen allgemeinen Regelflächen; nur

für Flächen vierter Ordnung bestimmen wir auch die ir-

reduktiblen .

Durch eine Gerade gehen ebensoviele Tangentenebenen an

eine Regelfläche wie die Gerade Schnittpunkte mit der

Fläche hat . Eine Regelfläche von maximalem Ordnungsinde x

ist deshalb auch von maximalem Klassenindex; und diese r

Index ist n-2, wenn die Fläche n ter Ordnung ist.

§ 2.

Die aus zwei Regelflächen zweiter Ordnung gebildete

Regelfläche vom Maximalindex .

Eine Regelfläche zweiter Ordnung ist notwendigerweis e

algebraisch, und nur solche Flächen sind also hier in Be-

tracht zu ziehen . Die zwei Flächen Fi und F2 werden von

einer beliebigen Ebene in Linien zweiter Ordnung geschnitte n

werden, und diese müssen, wenn sie nicht Gerade enthalten,

vier Punkte miteinander gemein haben . Wenn aber die

Flächen eine krumme Linie gemein haben, dann würde ma n

offenbar Ebenen finden können, welche in Kurven mit nur

zwei gemeinsamen Punkten schneiden . Die Flächen müssen

sich also in vier Geraden schneiden und sowohl zwei Er-

zeuger der einen Art wie zwei Erzeuger der zweiten Art
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miteinander gemein haben . Wir nehmen nun zwei Kur-

ven zweiter Ordnung Ct und C2, welche eine Kurve C4 von

M. I . bilden, und es seien A, B, C, D die Schnittpunkte der -

selben. Durch z. B . A und B legen wir im Raume (d. h.

nicht in der Ebene der Kurven) zwei einander nicht schnei-

dende Gerade, a bzw. b, und suchen, ob die zwei durch

a, b und Ci sowie durch a, b und C als Leitlinien be-

stimmten Flächen eine Fläche von M . I . bilden können.

Um die Schnittpunkte dieser Fläche mit einer beliebige n

Geraden 1 im Raume zu konstruieren, legen wir durch a,

b und 1 eine einfache Regelfläche nur der Fall, dass die s

tunlich ist, ist zu betrachten, denn wenn 1 Punkte mit a

oder mit b gemein hat, ist die Sache klar . Diese Regelfläche

schneidet die Ebene der gegebenen Kurven in einem durch A

und B gehenden Kegelschnitt C2, und es kommt darauf an, o b

C 2 mit Ci + C immer wenigstens zwei Punkte gemein hat . Um

dies zu 'untersuchen, können wir eine quadratische involu-

torische Transformation anwenden mit A, B und C al s

Hauptpunkten ; durch diese möge D in D 1 übergehen . Die

Kurven Ci und C2 gehen in zwei durch D 1 gehenden Ge -

raden c 1 und c2 über und C2 in einen durch A und B

gehenden Kegelschnitt C . Die notwendige und hinreichend e

Bedingung dafür, dass C4 von wenigstens einer der Gera -

den c 1 und c 2, geschnitten wird, ist offenbar die, dass A und B

durch e1 und c2 getrennt sind . Kehrt man nun zur ursprüng-

lichen Figur zurück, hat man die Bedingung, dass die Tan -

genten an C1 und C2 im Punkte C die Gerade AB in zwei

Punkten schneiden, welche durch A und B getrennt sind .

Nehmen wir, was noch ganz allgemein ist, C,2 als eine

Hyperbel, C 22 als eine Ellipse an, dann müssen A und B in

Übereinstimmung mit dem obigen als zwei solche Schnitt -

punkte gewählt werden, welche auf der Hyperbel durch die
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unendlich fernen Punkte der Hyperbel getrennt sind, un d

diese Bedingung ist sowohl notwendig wie auch hinreichend .

§ 3.

Die aus zwei Flegelflächen dritter Ordnung gebildete Fläche

vierter Ordnung von Maximalindex .

Ehe wir zu unserer eigentlichen Untersuchung übergehen,

wollen wir ein paar Worte sagen über Regelflächen dritte r

Ordnung F 3 unabhängig davon, ob sie algebraisch oder

nicht algebraisch sind. Er sei f ein allgemeiner Erzeuger

der Fläche . In einem Punkt P dieser Geraden nehmen wir di e

berührende Ebene 7r, welche F3 ausser in f noch in einer Kurve

zweiter Ordnung C 2 schneidet, und diese hat ausser P noch

einen Punkt Q mit f gemein. Wenn Q nicht Schnittpunkt

mit einer Leitlinie ist, dann würde Tr eine auch im Punkt Q

berührende Ebene sein . Das ist aber nicht möglich, denn der

Umriss von F 3 auf eine Ebene aus einem allgemeinem Punkt

von f kann als Kurve zweiter Klasse keinen Doppelpunkt (mi t

zusammenfallenden Tangenten) haben . Durch Q geht also eine

Leitlinie a der Fläche . Jeder Erzeuger der Fläche geht durch

einen Punkt von C 2, , und durch P geht der Erzeuger f. Kein

weiterer Erzeuger kann in 7r liegen, weil F3 dritter Ord-

nung ist, und deshalb muss durch Q ein ne u e r Erzeuge r

f1 gehen. Durch den beliebigen Punkt Q von a gehen als o

zwei Erzeuger, und a wird eine Doppellinie der Fläche

sein. Aber diese Leitlinie muss geradlinig sein, denn schnei-

det eine Ebene eine krumme Leitlinie in A und B, dan n

müsste die Linie AB ganz in der Fläche liegen, was.

unmöglich ist, wenn A und B beliebige Punkte eines Bogens .

sind .

Eine Regelfläche F 3 hat also immer eine gerade Doppel -

linie a. Nehmen wir nun vier Erzeuger von welchen nicht
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zwei durch denselben Punkt von a gehen, dann könne n

überhaupt keine zwei einander schneiden, und die vie r

Erzeuger werden ausser von a noch von einer anderen Ge -

raden b geschnitten. Diese muss auf der Fläche liegen und

kann nur eine einfache Leitlinie sein . Es können aber speziell

a und b zusammenfallen und ein windschiefes Element de r

Fläche bilden .

Man erhält also eine Regelfläche dritter Ordnung allge-

meinster Art, wenn man als Leitlinien nimmt : eine Kurve

C 2, eine im Raume durch einen Punkt A von C 2 gehende

Gerade a, und noch eine solche Gerade b, welche keinen

Punkt mit C 2 gemein hat .

Eine solche Fläche existiert sowohl als algebraisch, wi e

auch als nicht algebraisch. Um die Schnittpunkte mit einer

Geraden I im Raume zu finden, legen wir wie immer ein e

einfache Linienfläche durch a, b und 1, und diese schneide t

die Ebene i von C 2 in einem Kegelschnitt, welcher durch

die Spuren A und B von a und b in ri gehen. Wir brauchen

also nur C2 als ein passend transformiertes Böhmersche s

Oval zu nehmen .

Jede durch die doppelte Leitlinie a gehende Eben e

schneidet die Fläche in einer Geraden, aber wählt man B

ausserhal bu s C 2, dann wird nicht jede durch b gehende

Ebene die Fläche in zwei Geraden schneiden . Aus B gehen

dann zwei Tangenten t1 und t2 an C2, und die Ebenen (bti)

und (bt2) trennen jene durch b gehenden Ebenen, welch e

ausser in b in zwei Geraden schneiden, von jenen anderen ,

welche ausser b keinen Punkt mit der Fläche gemein haben .

Die Ebenen (btl) und (bt2) schneiden a in zwei Punkten

Sl und S2 , durch welche zusammenfallend Erzeuger gehen.

Diese Punkte, die pinch-points oder Grenzpunkte auf



14

	

Nr. 5 . C . JoEL :

a, zerlegen diese Gerade in zwei Strecken ; nur die eine der

Strecken ist eine eigentliche Doppellinie der Fläche .

Wir wollen nun dazu übergehen, zu untersuchen, ob e s

möglich ist, zwei Regelflächen dritter Ordnung Fi und F 2

zu einer Fläche vierter Ordnung von M. I . zusammenzusetzen .

Die zwei Flächen können nun jedenfalls keine krumm e

Linie miteinander gemein haben ; eine durch zwei Punkte

A und B dieser Kurve gehende Ebene will-de in zwei Kur -

ven dritter Ordnung schneiden, welche A und B mit ein-

ander gemein haben, so dass AB der Fläche angehören

müsste, wenn F1+ F2 vierter Ordnung sein soll . Es haben

aber die zwei Flächen in jeder Ebene Punkte miteinander

gemein, d. h. sie müssen sich also notwendigerweise i n

Geraden schneiden .

Es ist nun ferner erstens nicht möglich, dass eine Schnitt -

gerade ein gemeinsamer Erzeuger f sein kann, denn jed e

durch f gehende Ebene wird beide Flächen in (reellen )

Kurven zweiter Ordnung schneiden . Es ist auch nicht mög-

lich, dass eine Schnittgerade auf der einen Fläche ein e

Doppelgerade und auf der anderen eine einfache Leitlinie

oder auch ein Erzeuger ist, denn auch in dem Fall wird

man durch die Gerade gehende Ebenen finden können ,

in welchen Gerade liegen, die mit mehr als vier

Punkte gemein haben .

Eine durch keine Gerade der Flächen gehende Ebene

schneidet dieselben in zwei C 3 . Von diesen kann wie frühe r

gesagt höchstens die eine einen Doppelpunkt haben . Die

Flächen müssen deshalb notwendigerweise die Doppellinie .

a . gemeinsam haben, und zwar so, dass die eigentlichen

Doppelstrecken von a, je nachdem man a als eine Doppel -

linie der einen oder der anderen Fläche auffasst, keine n

Punkt miteinander gemein haben. Eine beliebige durch a
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gehende Ebene schneidet jede der Flächen in einem Erzeuger,

.und durch den Schnittpunkt derselben muss eine gemeinsam e

einfache Leitlinie gehen, d . h . die Flächen müssen sowohl

die Doppelline a wie auch die einfache Leitlinie b mitein-

ander gemein haben .

Nachdem wir nun die einzig mögliche Zusammenstellun g
von Fr und F2 festgestellt haben, kann man in der frühere n

Weise die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden 1 mit
F1 + F2 bestimmen. Eine durch a, b und i gehende ein-

fache Regelfläche schneidet die Ebene von Ci + C2 in einem

durch die Spuren A und B von a und b gehenden Kegel -

schnitt, und es kommt darauf an, ob ein beliebiger durch

A und B gehender Kegelschnitt ausserhalb A und B die

Kurve C+C2 in höchstens vier und wenigstens zwei Punk-

ten schneidet .

Wir können leicht zwei solche Kurven bestimmen, wen n

wir von einer algebraischen zweiteiligen Kurve C 1 ausgehen .

Wir brauchen nur eine quadratische involutorische Trans -

formation zu applizieren mit dem einen Hauptpunkt A auf

dem Oval, dem zweiten B auf dem unpaaren Zweig de r

Kurve, während der dritte C beliebig innerhalb des Ovale s

gewählt wird, nur nicht in der Geraden AB. Dadurch geht

das Oval in eine Kurve dritter Ordnung Ci über, welche in

A einen Doppelpunkt hat, und der urpaare Zweig von C 3'

geht in eine andere Kurve C über, welche nicht durch A ,

wohl aber wie auch Ci durch B geht . Es ist klar, dass jeder

durch A und B gehende Kegelschnitt die Kurve Ci + C

ausserhalb A und B in höchstens vier und mindestens zwe i

Punkten schneidet .

Die konstruierte Fläche ist algebraisch, aber die zwe i

Flächen F1 und F2 sind nicht-algebraische Flächen dritter

Ordnung .
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§ 4 .

Die Regelfläche vierter Ordnung von Maximalindex

mit einer dreifachen Leitlinie .

Betrachten wir nun eine nicht zerfallene Rege]fläche F4

vierter Ordnung, und es sei f ein allgemeiner Erzeuger dersel -

ben. Eine durch f gehende Ebene schneidet F 4 ausser in f

noch in einer Kurve dritter Ordnung C 3 , und diese schneidet f

in einem oder in drei Punkten. Von diesen muss der eine

ein Berührungspunkt von Tr mit F 4 sein, die zwei vom

Berührungspunkt verschiedene Schnittpunkte von f mit mehr ,

fachen Leitlinien .

Wenn nun die Fläche eine dreifache Leitlinie haben

soll, dann muss C3 einen auf f liegenden Doppelpunkt A

haben können, und die Punkte A die dreifache Leitlinie bilden .

Diese muss eine Gerade sein, denn jede Verbindungs-

gerade zweier Punkte derselben, durch welche drei Erzeuger

gehen, muss der Fläche angehören, weil diese -vierter Ord-

nung ist .

Durch jeden Punkt der dreifachen Leitgerade a gehen

entweder drei oder auch nur ein Erzeuger, weil Grenzpunkt e

vorhanden sein könten. Das letztere ist aber unmöglich .

Wenn nämlich durch einen Punkt A von a nur ein Er-

zeuger f geht, dann wird eine durch A gehende und f und

a nicht enthaltende Ebene in einer Kurve C 4 ohne Doppel-

punkte schneiden, weil F 4 ausser a keine andere mehrfache

Leitlinie haben kann. C 4 kann also nicht von M . I . sei n

(siehe S . 8) .

Die drei durch einen Punkt von a gehende n

Erzeuger müssen in einer Ebene liegen.

Legt man nämlich durch zwei derselben, sagen wir a 1

und a3, eine Ebene, wird diese, wenn nicht alle drei i n

einer Ebene liegen, die Fläche noch in einer Kurve zweiter
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Ordnung schneiden, welche durch den Punkt (al a 2) geht

und demnach jede der Geraden at und a2 in noch einem

Punkt bzw. Al und A 2, schneidet. Diese Punkte sind Be-

rührungspunkte der Fläche mit der Ebene (al a 2), und die

Gerade Al A 2 würde eine Doppeltangente der Fläche sein, den n

AI A 2 kann kein Erzeuger sein, weil die Fläche vierter Ordnun g

ist. Es müssen also alle die drei durch einen Punkt der Doppel-

linie gehenden Erzeuger in einer Ebene liegen, und diese wird

die Fläche noch in einer einfachen Geraden b schneiden . Jede

durch b gehende Gerade schneidet noch in einer C3 mit

einem dreifachen Punkt also in drei Geraden ; die Ebene be -

rührt freilich auch dann die Fläche dreimal, aber die Verbin-

dungslinie zweier Berührungspunkte ist eine Gerade der Fläche .

Es fragt sich nun, ob eine solche F4 auch wirklich von

M . I . sein wird. Um dies zu untersuchen, bemerken wir,

dass wenn wir durch einen Erzeuger f eine Ebene p, legen ,

diese F4 ausser in f noch in einer C 3 schneidet, welche in

A = (p, a) einen Doppelpunkt hat. Nehmen wir nun in einer

Ebene eine C 3 mit Doppelpunkt in A . Durch A sowie durch

einen Punkt B in der Ebene von C3, aber ausserhalb diese r

Kurve, legen wir im Raume zwei Gerade, b . z . w. a und b ;

die Fläche wird dann als eine Regelfläche mit a und b als

Leitlinien bestimmt . Hier sehen wir nun sogleich, dass B

innerhalb des Ovales von C 3 gewählt werden muss ; sonst

würde man aus B eine Tangente t an C 3 legen können, un d

die Ebene (bO wurde a in einem Grenzpunkt treffen, währen d

doch a keinen solchen Punkt enthalten darf .

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, wenn nu r

die Regelfläche vierter Ordnung ist . Legen wir nämlich

durch A und B einen beliebigen Kegelschnitt c. Wenn dieser

mit dem Oval in A einen zweifach zu rechnenden Punkt

gemein hat, dann wird er wenigstens zwei einfache Punkt e
Vidensk . Selsk . Matte ; fysiske Medd . VI, 5 .
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mit dem Oval gemein haben, und hat er in A einen ein -

fachen Punkt mit dem Oval gemein, dann wird er auc h

in A einen einfachen Punkt mit dem uripaaren Pseudo-

zweig von C3 gemein haben, so dass er in jedem Fall wenig-

stens zwei Punkte mit C 3 gemein haben wird .

Wenn C3 algebraisch ist, dann ist es klar, dass C höch-

stens vier Punkte mit C 3 gemein hat . Aber dasselbe kan n

auch der Fall sein, wenn C3 nicht algebraisch ist, indem

man nämlich in früher angegebener Weise von einem Böh-

meschen Oval den Ausgangspunkt nimmt .

Wir haben also :

Eine Fläche vierter Ordnung mit einer drei -

fachen Leitlinie ist von Maximalindex, wenn di e

drei durch einen Punkt der Leitlinie gehende n

Erzeuger in einer Ebene liegen und diese Leitlini e

keine Grenzpunkte hat .

§ 5 .

Die Regelfläche vierter Ordnung von Maximalindex mit zwe i

Leitlinien .

Wir wollen nun eine Regelfläche F 4 von M. I. ohne

dreifache Leitlinie betrachten. Eine durch einen Erzeuger

f gehende Ebene p schneidet ausser in f noch in einer

Kurve C3, welche durch den Berührungspunkt M von ,u

mit der Fläche geht . Ausser M muss f noch zwei getrennte

oder zusammenfallende Punkte mit C 3 gemein haben, denn

M als einziger Schnittpunkt ist unmöglich . Aus dem Punkt

M darf nämlich keine Tangente an C 3 gehen, welche ausser -

halb M berührt, denn eine solche würde eine Doppeltangent e

der Fläche sein. Deshalb muss M entweder auf einem

Oval von C 3 liegen oder auch muss diese Kurve eine n

Doppelpunkt haben, und M auf der Schleife derselben
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liegen . Die erstere Möglickheit ergibt aber, dass die Fläch e

reduzibel ist, wir kommen in der Tat zu der in

zwei Flächen dritter Ordnung zerlegbaren F' zurück und

jede durch einen Punkt der Schleife gehende und in p, liegende

Gerade hat drei Punkte mit der Kurve C3 gemein . Die zwei von

M verschiedenen Punkte bilden, wenn f sich stetig ändert ,

die Leitlinien, und zwar doppelte Leitlinien der Fläche . Wir

sehen also, dass jeder Erzeuger die Leitlinie - oder,

wenn man will, das Leitliniensystem - in zwei Punkte n

schneidet.

Nehmen wir nun einen Punkt A der Leitlinie, durch de n

zwei Erzeuger f1 und t gehen. Weil die Fläche nicht ab-

wickelbar ist, können wie A so gewählt denken, dass f1 und

f2 nicht zusammenfallen, und es mögen diese Geraden da s

Leitliniensystem das zweite Mal in B1 bzw . B 3 schnei-

den. Weil die Fläche nicht abwickelbar ist, können wi r

auch voraussetzen, dass f1 und nicht in B1 bzw . B3

die dortige Leitlinie f berühren .

Die Ebene (f1 f.2 ) schneidet die Fläche ausser in f1 und

t2 noch in einer durch B1 und B3 gehenden Kurve C 3 zwei -

ter Ordnung . Wir können voraussetzen, dass diese Kurve

- wenn sie eine krumme Linie ist - weder f1 in B1 noch

fz in B 3 berührt . Wenn nämlich C' in B1 den Erzeuger f1
berührte, dann warden die zwei Ebenen, welche in B1 die

Fläche berühren, zusammenfallen, weil f1 wie oben bemerkt

keine Tangente an der Doppelkurve ,B ist . Eine durch B1

gehende (aber nicht f in B1 berührende) Ebene würde dann

F4' in einer Kurve mit einer Spitze in B1 schneiden. Dies

kann einmal geschehen, aber - wenn die ganze Leit -

linie nicht geradlinig ist - auch nur einmal, weil

man sonst eine Schnittkurve mit zwei Spitzen haben könnte ,

was nicht angeht, wenn F4 von M. I . ist.

2*
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Wenn aber die krumme Linie C2 weder f1 in B1 noch

f2 in B2 berührt, dann muss sie f1 in einem neuen Punkt

G1 und f2 in einem neuen Punkt C2 schneiden. Aber dann

würde (C1 C 2 ) eine doppel berührende Tangente an F 4 sein ,

was nicht angeht. Die Kurve C2 muss deshalb zerfallen ,

und zwar in die Gerade B 1 B 2 als Doppellinie .

Aus alle dem folgt, dass man immer einen Punkt A s o

wählen kann, dass die durch die zwei durch A gehende n

Erzeuger f1 und f2 gehende Ebene p, ausser in f1 und f2

nur noch in einer doppelten Linie B1 B2 - b schneidet . Aber

dann wird jede durch b und einen beliebigen anderen nicht

in b liegenden Punkt A der Leitlinien gehende Ebene di e

Fläche in zwei Geraden schneiden . Aber ebenso wird ma n

sehen, dass alle von einem Punkt von b ausgehenden Er-

zeuger eine Gerade a schneiden, d . h . :

Die Fläche muss zwei Gerade als doppelte Leit -

linien haben .

Aber nicht jede Regelfläche vierter Ordnung dieser Ar t

ist von M. I . Wir fügen zugleich die folgende Forderun g

hinzu :

Höchstens auf einer der Leitgeraden könne n

pinch-points oder Grenzpunkte - liegen, wen n

die Fläche von M. I. sein soll .

Ein Grenzpunkt ist ein Punkt auf einer Leitlinie, wel-

cher zwei Teile derselben trennt ; aus Punkten des einen

Teiles gehen zwei Erzeuger mehr als aus einem Punkt de s

anderen ; aus dem Grenzpunkt geht - ausser einfach z u

rechnenden Erzeugern -immer eine mehrfach zu rechnender .

Die Zahl der Grenzpunkte muss paar sein .

Ist in unserem Fall Al ein Grenzpunkt z . B. auf der

Linie a i dann gehen aus einem in der Nähe von Al lie-

genden Punkt P zwei Erzeuger oder auch keine, jenach-
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dem P auf der einen oder auf der anderen Seite von Al

liegt .

,Denken wir uns nun, dass es solche Grenzpunkte gibt,

sowohl auf a wie auf b . Durch a legen wir eine Ebene ,u,

welche b in einem Punkt schneidet, aus welchem kein Er-

zeuger geht . Die Ebene hat dann ausser a keinen Punkt

mit der Fläche gemein . Eine in liegende Gerade, welche

durch einen Punkt von a geht, aus dem kein Erzeuger geht ,

wird also keinen Punkt mit F4 gemein haben, so dass di e

Fläche nicht von M . I . sein kann.

Weil die Leitlinien a und b nicht in einer Ebene liegen,

können zwei Erzeuger sich nur in einem Punkt dieser Li-

nien schneiden. Die Fläche kann deshalb ausserhalb der

Leitlinien keine andere Doppellinie haben als ein doppelter

Erzeuger ; dass zwei solche in der irreduktiblen F4 unmög-

lich sind, ist ersichtlich . Man hat nun :

Eine Regelfläche vierter Ordnung mit zwei ge-

raden (doppelten) Leitlinien und keinem doppel -

ten Erzeuger kann nicht von M. I. sein .

Legt man nämlich durch einen Erzeuger f eine Eben e

,,, dann schneidet sie in diesem Fall ausser in f noch i n

einer Kurve C 3 dritter Ordnung ohne Doppelpunkt, welche

durch die Schnittpunkte A und B von Fi mit den Leitlinie n

geht . Aber aus A gehen dann immer wenigstens zwei Tan -

genten an C 3, welche ausserhalb A berühren . Die durch

diese Tangenten und a gehenden Ebenen bestimmen Grenz-

punkte auf b. Ebenso kann man Grenzpunkte auf a be-

stimmen. Dein vorigen Satz zufolge kann F 4 also nicht

von M . I . sein .

Wenn die Fläche einen doppelten Erzeuger hat, ist e s

einfacher, die Schnittebene p, durch den doppelten Erzeuge r

g zu legen. Die Ebene schneidet dann ausser in g noch in
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einer Kurve zweiter Ordnung C 2. Die Schnittpunkte A und

B von mil a und b liegen nicht auf C2, sie können ent -

weder beide ausserhalb C2 oder beide innerhalb C 2 liegen ,

oder auch kann der eine ausserhalb, der andere innerhalb

C 2 liegen .

im ersten Fall kann die Fläche nicht von M . I . sein ,

denn die Tangenten an C 2 aus A und B ergeben Grenzpunkt e

auf b bzw. a. Im zweiten Fall gibt es weder Grenz-

punkte auf a noch auf b. Aber die Fläche kann dennoch

nicht von M . I . sein. Es kommt ja wie oft bemerkt darau f

an, ob jeder durch A und B gehende Kegelschnitt ausser -

halb A und B wenigstens zwei Punkte mit C 2 gemein hat .

Wenn aber A und B beide innerhalb C 2 liegen, dann wird

ein Geradenstiick AB auch innerhalb C 2 liegen, und ein

diesem doppelgerechneten Geradenstiick hinreichend nahe

liegender Kegelschnitt wird keinen Punkt mit C 2 gemein

haben. Wenn aber A und B auf verschiedenen Seiten vo n

C2 liegen, dann wird jeder durch A und B gehende Kegel -

schnitt wenigstens zwei Punkte mit C 2 gemein haben . Wenn

wir also im voraus wissen, dass die Fläche vierter Ord-

nung ist, dann hat man :

Eine Regelfläche vierter Ordnung mit zwei ge-

raden Leitlinien und einem doppelten Erzeuge r

ist von Maximalindex dann und nur dann, wen n

sich auf einer und nur einer der Leitlinien Grenz-

punkte finden.

Dass Flächen dieser Art, sowohl algebraische wie auch

nicht algebraische existieren, ist leicht zu sehen. Man braucht

ja nur eine Kurve C 2 zweiter Ordnung herzustellen, welch e

von jedem durch einen ausserhalb C 2 liegenden Punkt A

in höchstens vier Punkten geschnitten wird (siehe § 1) .

Wählt man dann einen beliebigen Punkt B innerhalb C2
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und sind a und b zwei durch A bzw . B gehende Gerade ,

welche nicht in der Ebene von C 2 liegen, dann bestimmen

a, b und C2 als Leitlinien die gesuchte F 4 von M. I .

Wir wollen zum Schluss noch die restierende forma l

möglichen Zusammensetzungen von Regelflächen zu eine r

Fläche vierter Ordnung von M. I. kurz in Betracht ziehen .

Diese erweisen sich alle als ausgeschlossen .

Erstens kann man nicht zwei Flächen vierter Ordnun g

zu einer F 4 von M. I . zusammenstellen, denn die ebene n

Schnitte von F 4 können nicht von M . I . sein (siehe § 1) .

Dasselbe gilt auch für eine F 4 in Verbindung mit einer

F2 . Man braucht, um das zu sehen, nur eine Ebene durc h

einen Erzeuger der Fläche zweiter Ordnung und einen Punkt

der Leitlinie der F4 - durch den zwei Erzeuger gehen

zu legen. Diese schneidet F 4 + F2 in einer Kurve vierter

Ordnung in Verbindung mit zwei Geraden, und diese Schnitt -

kurve kann nicht vierter Ordnung sein .

In ganz derselben Weise sieht man, dass eine F 3 in

Verbindung mit einer F 2 fünfter Ordnung sein wird . Um so

mehr können also zwei F 3 und eine F2 keine Fläche vierte r

Ordnung bilden.

Wir haben also in der Tat im obigen alle reduktiblen

und irreduktiblen Regelflächen vierter Ordnung von Maximal -

index gefunden.

§6.

Regelflächen n-ter Ordnung von Maximalindex .

Die Flächen, welche wir hier in Betracht ziehen, müssen

völlig stetig sein (sowohl als Punkt- wie als Ebenengebilde) ;

auch setzen wir voraus, dass die Fläche nicht unbegrenz t

viele mehrfach zu rechnende Erzeuger hat . Noch machen

wir die sehr wesentliche Veraussetzung, dass die Fläche
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sich nicht in verschiedene Blätter zerlegen lässt, was

nicht damit äquivalent ist, dass die Fläche, wenn algebra-

isch, auch algebraisch irreduktibel ist . Aber es folgt dar -

aus, weil die Fläche eine Regelfläche ist, dass eine

ebene Schnittkurve derselben sich nur dann in getrennt e

Zweige zerlegen lässt, wenn die Kurve .aus einer Leit-

linie und übrigens nur Erzeugern zusammengesetzt ist .

Durch einen einfach zu rechnenden Erzeuger f lege n

wir eine Ebene, welche die Fläche t ausser in f noch in

einer C'2- von M. I. schneidet . Diese hat Punkte mit f

gemein, nämlich n-1 oder n-3 getrennte oder zusammen-

fallende Punkte . Von diesen kann nur ein Punkt ein Be-

rührungspunkt von Tr mit F12 sein. Die übrigen müsse n

Schnittpunkte mit einer mehrfachen Leitlinie sein . Durch

wenigstens einen Punkt von f geht also jedenfalls ein e

Leitlinie. Dass diese eine Gerade sein muss, könnten wir

wesentlich wie im vorigen § dartun, ziehen es aber vor ,

sogleich den folgenden allgemeinen Satz aufzustellen, der

für alle Flächen von M . I . Bedeutung hat :

Jede Doppellinie und allgemeiner jede mehr -
fache Linie einer Fläche von Maximalindex mus s

aus Geraden zusammengesetzt sein .

Es sei t eine Tangente einer als nicht geradlinig vor -

ausgesetzten Doppellinie . Durch eine Gerade 1, welche t

schneidet, aber nicht durch deren Berührungspunkt M geht ,

legen wir Ebenen ,w . Weil wir voraussetzen können, das s

t kein Erzeuger ist, dass M ein gewöhnlicher Punkt der

Doppelkurve, und dass (10 keine dieselbe in M oskulie-

rende Ebene ist, wird die Schnittkurve der Fläche mit de r

Ebene (It) in der Nähe von M aus zwei Elementarbögen

zusammengesetzt sein, welche t als gemeinsame Tangent e

haben .
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Wir betrachten nun zwei durch 1 gehende Ebenen, wel-

che beide in der Nähe von (lt) liegen, aber durch diese

getrennt sind . Die eine der Ebenen schneidet die Doppel -

kurve in zwei in der Nähe von M liegenden Punkten un d

also die Fläche in der Nähe von M in zwei Elementar

bögen, welche sich in den genannten zwei Punkten schnei-

den. Die andere Ebene schneidet in der Nähe von M in

zwei Elementarbögen, welche keinen Punkt miteinande r

Fig . 2 .

gemein haben . Aber eine Figurenbetrachtung zeigt dann, dass .

in einer der Ebenen Doppeltangenten auftreten, und das

ist für eine Fläche von M . I . nicht zulässig (siehe Fig. 1
und 2). Dass die Doppelkurve eine Spitzkante der Fläch e

sein kann, ist ausgeschlossen .

Der Satz bleibt auch noch gültig, wenn in der Doppel -

linie sich mehrere Blätter der Fläche schneiden .

Durch eine jetzt nachgewiesene Leitgerade, wir nennen

sie a, legen wir eine Ebene 7r, . Diese hat ausser a noch

Punkte mit Fn gemein, welche eine Kurve C bilden . Alle

Erzeuger müssen entweder a oder auch C treffen, wen n

nicht C aus lauter Erzeugern zusammengesetzt ist. Das.

letztere muss aber der Fall sein, weil wir ausdrücklic h

daran festhalten, dass unsere Fläche unzerlegbar sein soll ;

sonst würden jene Erzeuger, welche a treffen, einen Teil, .

und jene, welche C treffen, einen anderen Teil von Fn bilden ..
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Wir haben also gesehen, dass die Fläche eine Gerade a

haben muss mit der Eigenschaft, dass jede durch a gehende

Ebene pw, welche ausserhalb a Punkte mit der Fläche gemei n

hat, dieselbe in Erzeugern schneidet, so dass man dadurch

alle Erzeuger der Fläche erhält. Es ist nicht abgemacht,

dass durch jeden Punkt von a Erzeuger gehen .

Aber die Fläche muss noch eine andere Leitlinie b haben .

Eine Fläche von Maximalindex ist ja auch von Maximal-

klassenindex, und muss demnach eine Gerade b enthalten

mit den analogen Eigenschaften : dass durch die in b liegende n

Punkte Erzeuger gehen, so dass man dadurch alle Erzeu-

ger der Fläche erhält . Es ist nicht abgemacht, dass jede

durch b gehende Ebene ausser b noch Punkte mit Fn ge-

mein hat. Den Fall, dass a und b zusammenfallen, so das s

sie ein windschiefes Element bilden, betrachten wir al s

einen Grenzfall .

Wir legen nun eine Ebene 7r, welche keinen Erzeuger

enthält, und a und b in A bzw . B schneidet ; die Flä-

che schneidet sie in einer Kurve C" von M. I. Man erhäl t

alle Erzeuger, wenn man durch a eine Ebene legt, welch e

b in N und en in M1 ', M2 . . . schneidet, wonach NM1 , NM2 . . .

die in ,u liegenden Erzeuger sind . Weil jede durch A gehend e
und in 7r liegende Gerade die Kurve Gn ausser in A noch

in, sagen wir p oder p - 2 Punkten schneidet, werden durch

jeden Punkt von b entweder p oder p- 2 Erzeuger gehen.

Wenn diese Möglichkeiten beide eintreffen können, wir d

jedes Geradenstück B1 B 2 von b, durch dessen Punkte p

Erzeuger gehen, von einem Nachbarstück B2 BR , durch dessen

Punkte p-2 Erzeuger gehen, durch einen pinch-point . B 2

getrennt sein . Wir wollen nun zeigen, dass wenn sich ein

solcher Punkt auf b findet, dann a jedenfalls keine n

pinch-point enthalten kann. Denken wir uns nämlich, dass
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durch jeden Punkt B ' von Bi B2 p Erzeuger gehen, durc h

jeden Punkt B" von B 2 B 3 p-2 Erzeuger und weiter durc h

einen Punkt A' in einer Strecke AI A 2 von a q Erzeuger

und durch einen Punkt A " einer Strecke A 2 A 3 q-2 Er-

zeuger . Es möge die Gerade A 2 B2 die Fläche ausser i n

diesen Punkten nôch in, sagen wir t Punkten schneiden.

Eine A 2 B2 hinreichend naheliegende Gerade, welche a un d

b schneidet, wird dann ausserhalb dieser Geraden auch t

Punkte mit der Fläche gemein haben. Aber von diesen nahe -

liegenden Geraden, wird eine Gerade A 'B' und eine Gerad e

A "B" mit der Fläche eine Zahl von Punkten gemein ha -

ben, deren Differenz 4 ist, und das geht nicht für ein e

Fläche von M . I .

Pinch-points auf b liegen in Ebenen, welche durch a

gehen und die Kurve Cn berühren ; entsprechend werden

eventuell pinch-points auf a bestimmt . Hieraus folgt, das s

höchstens aus einem der Punkte A und B Tangenten an

Cn gehen, welche ausserhalb A bzw . B berühren. Wir

bemerken, dass wenn z . B . A ein Inflexionspunktauf eine m

der durch A gehenden Bögen von Cn ist, dann die Wende-

tangente in A den ausserhalb A berührenden Tangente n

zugerechnet werden soll .

Nehmen wir nun an, dass durch B keine Tangente an

-Cn geht, welche ausserhalb B berührt. Dann wird j e d e

durch B gehende Gerade eben n Punkte (und nicht n -2)
mit der Kurve gemein haben, denn dies ist der Fall für

eine in B berührende Gerade ; jede Tangente an Cn schnei-

det nämlich in n Punkten, wenn der Berührungspunkt mi t

ihrer Multiplizität mitgerechnet wird .

Die Gerade AB hat ausserhalb A und B keinen Punkt

mit der Kurve gemein, denn ein solcher Punkt wurde die

Gerade AB als einen Erzeuger erweisen, während wir vor-
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ausgesetzt haben, dass die Ebene ,r von Cn keinen Erzeuge r

enthält .

Wenn nun A auf der Kurve die Multiplizität r, und B

die Multiplizität s hat, dann muss man also haben

r -{- s = n .

Es fragi sich nun, ob r und s alle mit dieser Bedingung

verträglichen Werte annehmen können . Wir wissen in diese m

Augenblick nur, dass es die zwei Möglichkeiten gibt : ent-

weder gehen aus den zwei Punkten A und B keine Tan-

genten an Cn, oder auch aus dem einen Punkt, sagen wi r

A, Tangenten, während aus B keine Tangente an CZ geht.

Wir wollen erst die letztere Möglichkeit in Betrach t

ziehen. Es kommt hierbei, wie wir fortwährend erörter t

haben, darauf an, die Kurve Cn so zu bestimmen, dass si e

von jedem durch A und B gehenden Kegelschnitt in höch-

stens n und mindestens n-2 Punkten geschnilten wird .

Eine durch A gehende Tangente möge einen Bogen a

der Kurve in einem Punkt M berühren. Wir wollen nun

den Nachweis führen, dass diese Tangente ausserhalb A

und M keinen weiteren Punkt mit der Kurve gemein haben

kann, wenn Cn von M.I. ist. Denken wir uns nämlich ,

N sei ein weiterer Schnittpunkt. Die Gerade BN schneidet

überall, und die Gerade AN ausserhalb M, die Kurve unter

einem endlichen Winkel - vorausgesetzt, dass überhaup t

neue Schnittpunkte auftreten . Daraus folgt, dass, wenn man

das Geradenpaar (AN • BN) durch eine Hyperbel ersetzt ,

welche dem Geradenpaar hinreichend nahe liegt, dann dies e

mit der Kurve ebensoviele Punkte gemein hat, wie das

Geradenpaar, wenn man, wohl zu bemerken, nur jen e

Punkte in Betracht zieht, welche nicht in unmittelbare r

Nähe von M und N liegen .
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Wir betrachten nun die Kegelschnitte, welche durch A, B

und N gehen und zugleich in dem letztgenannten Punkt die

Kurve berühren . Jeder solche Kegelschnitt wird durch eine n

neuen fünften Punkt M1 bestimmt . Wählt man diesen in

AN - ausserhalb A und N - erhält man das oben ge-

nannte Geradenpaar ; wählt man M1 hinreichend nahe an AN

- nicht in unmittelbarer Nähe von A und N - erhäl t

Hi

	

dIr r ,.

Fig . 3 .

	

Fig. 4 .

man eine dem Geradenpaar beliebig nahe liegende Hyperbel .

Wir wählen nun M1 auf dem Kurvenbogen a und nahe

an M (siehe Fig. 3) . Die hierdurch bestimmte Hyperbel H1

muss dann noch einen in der Nähe von M liegenden Punkt

mit dem Bogen a gemein haben und hat also in der Nähe

-von M und N mit der Kurve vier Punkte gemein, von

welchen zwei in N fallen .

Wählen wir aber M 1 wieder in der Nähe von M, aber

jetzt so, dass M1 und der Kurvenbogen a auf verschiedenen

Seiten von AN liegen, dann erhält man eine Hyperbel H2 ,

welche in der Nähe von M keinen Punkt mit der Kurve

gemein hat . Die Hyperbel berührt die Kurve in N, aber

man kan H2 in einen Büschel, mit A und B als zwei der
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Basispunkte, einlegen und in diesem Büschel eine neu e

Hyperbel H2 ' bestimmen, welche H2 beliebig nahe liegt, un d

welche weder in der Nähe von M noch in der Nähe vo n

N Punkte mit der Kurve gemein hat (siehe Fig . 4) .

Die eine der zwei gefundenen Hyperbeln schneidet also in

vier Punkten mehr als die andere, was unmöglich ist,

wenn jeder durch A und B gehende Kegelschnitt die Kurv e

in n oder in n-2 Punkten schneiden soll .

Wenn also die Kurve C' die verlangte Eigenschaft habe n

soll, dann kann ein Punkt N gar nicht vorkommen, d . h .

es muss A ein mehrfacher Punkt von der Ordnung n- 2

und B deshalb ein gewöhnlicher Doppelpunkt sein .

Wir bemerken noch, dass aus A eben zwei Tan -

genten t1 und t2 gehen, welche ausserhalb A berühren . Eine

Gerade rn, welche A mit einem Kurvenpunkt 1111 verbindet ,

schneidet nämlich noch in einem und nur einem Punkt 1V12 ,

und die Verhältnisse in der Nähe eines Berührungspunkte s

(oder einer Spitze) M ergeben, dass M1 und M2 in entgegenge -

setztem Sinn auf Cn laufen ; M1 und M2 werden deshalb zwei-

mal zusammenfallen, d . h. auf der doppelten Leitlini e

der Fläche finden sich zwei pinch-points . Diese

Punkte sind die Schnittpunkte von b mit den Ebenen (at 1)

und (at2) .

Jetzt können wir den umgekehrten Satz aufstellen :

Jede Regelfläche n-ter Ordnung mit einer (n-2) -

fachen und einer doppelten Leitgeraden ist, wen n

die letztere zwei Grenzpunkte, die erstere abe r

keine solche hat, immer von Maximalindex .

Die zwei Grenzpunkte auf der doppelten Leitlinie b zer-

legen diese in zwei Strecken ; durch einen Punkt der einen

Strecke gehen zwei, aus einem Punkt der anderen kei n

Erzeuger. Wir legen nun durch eine beliebige Gerade I eine
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Ebene p, welche b in einem Punkt B schneidet, durch den

kein Erzeuger geht. Die Schnittkurve von p mit der Fläch e

F" hat im Schnittpunkt A mit der anderen Leitlinie a eine n

(n -2)-fachen Punkt, sie geht aber nicht durch B ; wir

wissen nur, dass aus B keine Tangenten an G" gehen. Wir

zerlegen nun die Kurve in Pseudozweige p, welche von A

ausgehen. Jede von diesen wird unpaar sein . Die Ge-

rade BA hat nämlich ausserhalb A und B keine Punkte

mit C" gemein, und sie kann in A an einem Zweig p kein e

Stützgerade sein ; aus B gehen nämlich keine Tangenten an

p, und die Zahl der aus einem Punkt an einen Zweig gehen-

den Stützgeraden muss paar sein . Die Gerade BA schneidet

also p in einem und nur einem einfach zu zählenden Punk t

A, so dass p unpaar sein muss . Die Kurve C" ist also au s

n-2 von A ausgehenden unpaaren Pseudozweigen zu-

sammengesetzt und hat also mit jeder Geraden mindesten s

n-2 Punkte gemeinsam .

Wir haben nun zweitens die Möglichkeit in Betracht

zu ziehen, dass weder aus A noch aus B Tangenten an G"

gehen, welche ausserhalb A und B berühren (womit auch

ausgeschlossen werden soll, dass eine in A oder in B be-

rührende Tangente eine Wendetangente ist) . Jede durch A

gehende Gerade m schneidet, wie wir gesehen haben, i n

n-r = s Punkten ausserhalb A (wobei ein Nachbarpunkt

zu A als ein von A verschiedener Punkt betrachtet werden

soll) . Schneidet m die Kurve in M1 , M2 . . . Ms, dann müssen

alle diese Punkte auf G" in demselben Sinn laufen, den n

teils kann die Anzahl nicht geändert werden, teils könne n

zwei derselben nicht zusammenfallen .

Wir wollen erst nachweisen dass C" ausserhalb A

und B keine Doppelpunkte haben kann. Nehmen

wir nämlich an, dass C" in G einen Doppelpunkt hat .
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Wenn dann ein Punkt M1 in einem bestimmten Sinn einen

-der durch C gehenden Bögen durchlauft, dann müssen de r

obigen Bemerkung zufolge die gegen C laufenden Schnitt -

punkte, M' und M", der Geraden A Ml und BM1 mit dein anderen

-durch C gehenden Bogen beide in demselben Sinn laufen ; das

analoge würde auch gelten, wenn Cein mehrfacher Punkt wäre .

Das fordert aber, dass die Punkte A und B nicht durch di e

Tangenten in C getrennt sind (siehe Fig. 5). Wir können

nun, ohne die Allgemeinheit ein-

zuschränken, annehmèn, dass die

Schnittpunkte P und Q der Tan -

genten . in C mit der Geraden AB

auf der endlichen Strecke AB

liegen, und es mögen die Punkte

APQB eine Folge bilden. Wir

nehmen nun zwei Punkte A ' und B ' , welche A und B beliebig

nahe, und zugleich auf den Strecken AP bzw . QB liegen ,

und bestimmen eine durch A und B gehende Hyperbel H' ,

welche CA' und CB' als Asymptoten hat, und also diese n

Geraden beliebig nahe liegt . Diese Hyperbel hat in unmittel-

barer Nähe von C keine Punkte mit C n gemein und sonst

ausserhalb . A und B nur Punkte, welche den Schnittpunkte n

von Cn mit dem Geradenpaar (CA GB) beliebig nahe liegen

(siehe Fig . 6) .

Wir können aber auch zwei andere Punkte A " und B '

nehmen, welche A und B beliebig nahe liegen, jedoch nich t

auf den Strecken AP und QB. Eine durch A und B gehende

Hyperbel H" mit CA" und CB" als Asymptoten hat in un-

mittelbarer Nähe von C 4 Punkte mit C" gemein, und sons t

ausserhalb A und B nur Punkte, welche den Schnittpunkten

von Cn mit H' beliebig nahe liegen (siehe Fig. 7) .

Die Kegelschnitte H' und H" haben also Punkte mi t

Fig. 5 .
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Cn gemein, deren Anzahl uni 4 differieren, was nicht zu -

lässig ist . Wir haben also gefunden, dass unsere L eLeit-

kurve Cn ausserhalb A und B keine Doppelpunkt e

haben kann .

Die Punkte A und B sind mehrfache Punkte vo n

den Ordnungen r bzw. s, wo r -}- s = n, und wir denke n

Fig . 6 .

uns r > s > 1 . Wir zerlegen nun wie im vorigen Fall di e

Kurve von A aus in Pseudozweige, und auf jedem von

diesen muss A ein Winkelpunkt sein. Wenn nämlich di e

Anfangstangente und die Schlusstangente eines Zweiges i n

A zusammenfallen, ohne dort eine Spitze zu bilden, dann

wird der Pseudozweig ein völligstetiger Zweig sein, den wi r

für sich betrachten, sodass Cn als zerfallen betrachtet wird .

Weil r > s, gibt es wenigstens einen von A ausgehende n

Pseudozweig p, welcher nicht durch B geht . Die Gerade BA

kann für keine von B ausgehende Stützgerade sein, denn di e

Zahl der aus einem Punkt B gehenden Stützgeraden mus s

immer paar sein, aus B geht aber keine eigentliche Tangent e

an y, und p hat ausser A keinen anderen Winkelpunkt .

Der Schnittpunkt A von BA mit y muss deshalb als ein ein-

facher Schnittpunkt gerechnet werden, und die Gerade hat

ausser A und B keine weiteren Punkte mit Cn gemein . Hieraus

folgt, dass unpaar sein muss . Den Winkelpunkt in A kann
Vidensh. Se]sk. Math.-fysiske Medd . VI, 5 .

	

3
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man beliebig wenig abrunden, und hierdurch wird keine neu e

Doppeltangente geschaffen, da aus A keine Tangenten an

gehen. Die abgerundete Kurve ist also eine unpaare Kurv e

ohne Doppelpunkte, Doppeltangenten und Spitzen, also ein e

Kurve dritter Ordnung, und das bleibi auch bestehen, wen n

die Abrundung aufgehoben wird .

Jetzt können wir endlich den Nachweis führen, dass B

auf C,t ein einfacher Punkt sein muss . Erstens sehen wir,

dass B kein mehrfacher Punkt auf einem von A ausgehen-
den Zweig 2Li sein kann . Wenn nämlich B ein mehrfacher

Punkt auf wäre, dann könnte man noch iU von B aus

in (wenigstens zwei) Pseudozweige zerlegen, und von diese n

könnte nur einer durch A gehen, da A ein einfacher Punkt

auf ist. Ein anderer nicht durch A gehender Zweig müsst e

unpaar sein - was man ganz wie oben sieht - und dies e

würde einen der früher genannten nicht durch B' gehenden

Zweige cp in wenigstens einem von A und B verschiedenen

Punkt treffen, was ausgeschlossen ist, da C n ausserhalb
A und B keine Doppelpunkte haben darf.

Es kann also B nur dann ein mehrfacher Punkt sein ,

wenn mehrere von A ausgehende Pseudozweige sich in B

schneiden. Ein solcher Zweig
V1 muss aber paar sein, den n

die Gerade AB schneidet jedenfalls 2~J1 nur einmal in B, und

die Gerade BA kann keine von B ausgehende Stützgerade

sein, weil durch B keine andere (ausserhalb B berührende)

Stützgerade an V 1 geht, so dass auch A ein einfacher

Schnittpunkt von BA mitr ist. Rundet man nun 2p 1 in

A ab, dann wird er eine paare Kurve ohne Doppelpunkte ,

Doppeltangenten und Spitzen . Diese wird also eine Kurv e

zweiter Ordnung sein, und das kann nicht geändert werden ,

wenn die Abrundung aufgehoben wird (weil aus A keine
Tangenten an

	

gehen) . Jeder andere von . A ausgehende
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und B enthaltende Pseudozweig muss auch zweiter Ordnung

sein . Zwei Kurven zweiter Ordnung, welche zwei und nu r

zwei Punkte miteinander gemein haben, werden aber imme r

Tangenten miteinander gemein haben, und das ist hie r

ausgeschlossen. Es kann also nur ein von A ausgehende r

Pseudozweig durch B gehen, und B muss ein einfacher Punkt

der Kurve sein; hieraus folgt, dass A ein (n- 1) f ach e r

Punkt ist .

Wir haben im obigen r> s vorausgesetzt . Wenn nun

r = s, dann hat man erstens die Möglichkeit, dass alle vo n

A ausgehenden Pseudozweige durch B gehen . Diese Zweige

sind dem obigen zufolge zweiter Ordnung, und das ist wi e

oben gesagt unmöglich, wenn G'L von M . I . sein soll. Wenn

aber nicht alle Zweige durch B gehen, dann muss B

mindestens auf einem der von A ausgehenden Pseudozweig e

- sagen wir

	

mehrfacher Punkt sein. Ein von

B ausgehender und nicht durch den auf tß einfachen Punkt

A gehender Pseudozweig von lp muss

	

wie man ganz

wie früher sieht

	

unpaar sein und demnach in einem

Schnittpunkt mit einem Zweig cp einen ausserhalb A un d

B liegenden Doppelpunkt von G n gehen, was ausgeschlossen

ist . Wenn wir also den trivialen Fall r = s = 1 auslassen ,

dann ist r = s nicht möglich .

Wir haben also gefunden, dass wenn sich auf den Leit-

linien kein Grenzpunkt findet, die eine Leitlinie (n -1)-

fach, die andere einfach sein muss. Umgekehrt sehen

wir nun auch leicht :

Eine Regelfläche n-ter Ordnung mit einer Leit -

geraden (n-1)4er Ordnung und einer einfache n

Leitgeraden ist, wenn keine Grenzpunkte vorhan-

den sind, immer von Maximalindex .

Es wird hier das einfachste sein, durch einen Erzeuger

3*
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rn der Fläche F" eine Ebene zu legen. Diese schneide t

F" in einer Kurve C" - 1 , welche (n 2)ma1 durch den

Schnittpunkt A mit der (n -1)fachen Leitlinie a, aber nich t

durch B geht . Die Gerade AB schneidet in diesem Fall di e

Kurve Cn-1 ausser in A noch in einem Punkt C . Man sieht

nun ganz wie früher, dass jeder von A ausgehende nicht

durch C gehende Pseudozweig 9o unpaar sein muss, währen d

der Pseudozweig sti, der durch C geht, paar sein muss, noch

zumal so, dass er zweiter Ordnung ist ; hätte, nämlich ein e

Gerade mehr als 2 Punkte mit 2~1 gemein, würde sie mit

Ci-1 mehr als 2+ (n-3) = (n- 1) Punkte gemein ha -

ben. Wir sehen auch in derselben Weise, dass Ci -- 1 keine

Doppeltangenten haben kann : eine Gerade z : B., welche 'p
und zugleich einen Zweig 9) berührt, würde mindestens

2 ± 3 + (n -4)

	

n +1 Punkte mit Ci-1 gemein haben .

Es ist also C" -1 und somit auch F" von Maximalindex .

Es erübrigt noch die Existenz der gefundene n

Flächen darzutun .

Es ist nicht schwierig zu beschreiben, wie eine zu be -

nutzende ebene Leitlinie C n-1 für eine F" von M. I. zu

konstruieren sei. Man wird von einer (algebraischen oder

nicht algebraischen) Kurve dritter Ordnung mit einer Dorn -

spitze ausgehen, deren Tangenten miteinander höchsten s

einen klein zu wählenden Winkelf miteinander bilden .

Diese drehe man um einen Punkt A der Kurve einen Win -

kel, der etwas grösser als 2 s ist, und verbinde danach di e

durch A gehenden Bögen passend miteinander. Dies ge-

nauer auszuführen, hat wohl nur wenig Wert, und wi r

wollen uns im folgenden an die algebraischen Kurven halten .

Wir wissen von vornherein, dass Begeltlächen F" von

M. I . für n = 4vorhanden sind. Es kommt also nur dar -

auf an, nachzuweisen, dass, wenn eine solche Fläche n-ter
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Ordnung vorhanden ist, dann auch eine,ebensolche Fläch e

von der nächst höheren Ordnung existiert . Dem obigen

zufolge ist dabei nur nötig, eine passende ebene Leitkurv e

zu bestimmen, wonach die zwei Leitgeraden leicht anzu-

geben sind .

Nehmen wir erst eine Kurve Cn, die in einem Punkt A

einen (n - 2)fachen Punkt hat, aus welchem zwei Tangente n

an C" gehen. Zugleich wissen wir, dass es in der Ebene de r

Kurve einen Punkt B gibt, der nicht in .C" liegt, and aus

welchem keine Tangenten an Cn gehen. Wir applizieren

eine involutorische quadratische Transformation erster Art 1

mit A, B und einem in der Kurve gewählten neuen Punkt C

als Hauptpunkte . Dadurch geht Cn in eine Kurve C"+1 über.

Diese hat in A einen (n -1)fachen Punkt, aus welchem zwei

Tangenten an C" gehen, und aus B geht keine Tangent e

der Kurve, welche ausserhalb B berührt, wobei doch z u

bemerken ist, dass B ein Punkt von C" +1 ist, weil die Ge-

rade AC ausserhalb A und C noch einen Punkt D mit Cn ge-

mein hat . Aber wir können davon ausgehen, dass B kein In-

flexionspunkt. auf Cn 1 ist, weil wir voraussetzen können ,

dass die Tangente in D nicht durch B geht . Deshalb wird

es in der Nähe von B Punkte B 1 geben, welche nicht au f

C11+1 liegen, sondern auf der konkaven Seites des durch B

gehenden Bogens von Cn-1-1 aus welchen auch keine Tangen -

ten an Cri+1 gehen. Man kann deshalb C't+l als Leitkurv e

einer F"+1 von M. I . benutzen in Verbindung mit zwei Leit-

geraden, von welchen die eine durch A, die andere durc h

einen Punkt B 1 geht .

Nehmen wir endlich eine Kurve

	

welche in

A einen (n - 2)fachen Punkt, und in deren Eben e

' D. h. wo jedem Ilauptpunkt die Gegenseite des I-Iauptdreieck s

entspricht .
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ausserhalb der Kurve ein Punkt B liegt, aus welche m

keine Tangente an C" -1 geht. Wir applizieren wieder

ganz wie im vorigen Fall eine involutorische quadratisch e

Transformation erster Art mit A, B und einem Punkl C ,

der ausserhalb C" ' gewählt wird, als Hauptpunkte . Da-

durch geht Cn - 1 in eine C" über, in welcher A ein n -1- -

facher Punkt ist, indem wir C noch so gewählt haben „

dass C n 1 von BC in (n-1) Punkten geschnitten wird . :

Aus A gehen keine Tangenten (welche ausserhalb A be -

rühren), und aus B geht keine Tangente, welche ausser -

halb B berührt . Aber B liegt auf C". Man kann jedoch

auch hier davon ausgehen, dass B kein Inflexionspunkt au f

C" ist ; man kann deshalb wie oben in der Nähe von B un d

ausserhalb C" einen Punkt B 1 finden, so dass aus B1 keine

Tangente an C" geht . Aber dann ist eine gesuchte Kurv e

C" gefunden .

§ 7 .

Über Flächen von Maximalindex, welche nicht

Regelflächen sind .

Die ganze Frage von der Bestimmung der Flächen vo n

M . I. ist selbstverständlich nicht durch Behandlung der

Regelflächen abgetan .

Aber, wie es scheint, spielen doch die Regelflächen ein e

besondere Rolle .

Erstens kommen die abwickelbaren Flächen, wenn man

von den Kegelflächen absieht, nicht in Betracht . Eine Ebene

wird nämlich die Fläche in einer Kurve schneiden können ,

welche mehr als eine Spitze hat, was nicht angeht .

Was die allgemeine Fläche betrifft, so erinnere man sich ;.

dass mehrfache Linien geradlinig sein müssen, was schon

das Gebiet der brauchbaren Flächen wesentlich beschränkt .
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Wir wollen nun die i r r e d u k t i b l e n Flächen vierter

Ordnung von M . I . bestimmen, welche nicht geradlinig sind.

Eine ebene Kurve vierter Ordnung von M . I . muss, wie

wir in § 1 gesehen haben, wenigstens einen Doppelpunkt

haben. Eine irreduktible Fläche vierter Ordnung von M . I .

muss also wenigstens eine Doppelgerade und höchsten s

drei solche haben auch wenn man an eine nicht al-

gebraische Fläche denkt .

Nehmen wir erst eine Fläche mit einer Doppelgeraden .

Alle ebenen Schnitte derselben müssen aus zwei völli g

getrennten Kurven dritter Ordnung zusammengesetzt sein .

Nach derjenigen Auffassung der Irreduktibilität, welche i n

dieser Arbeit benutzt wird, ist diese Fläche nicht irreduk-

tibel und kommt also nicht in Betracht .

Wenn die Fläche zwei Doppellinien a und b hat, dann

ist die Fläche eine Regelfläche, wenn die Geraden windschief

gegeneinander liegen. Wenn sie sich aber schneiden, dann is t

die Fläche eine F 4 mit einem zerfallenen Doppelkegelschnitt.

Diese Fläche kann, wenn algebraisch, immer durch zwei pro-

jektive Büschel von Flächen zweiter Ordnung erzeugt werden .

Betrachtet man nun zwei projektive Büschel von Fläche n

vierter Ordnung, welche alle durch einen festen zerfallene n

(oder nicht zerfallenen) Kegelschnitt abgehen, dann werde n

die Ebenen, welche durch jene Kegelschnitte gehen, wori n

sich entsprechende Flächen, ausser in (ab), schneiden ,

einen immer reellen Kegel einhüllen. Die Erzeuger dieser

Kegelfläche sind entweder Doppeltangenten der Fläche ,

oder auch haben sie keine Punkte mit der Fläche gemein ;

beides macht es aber unmöglich, dass die Fläche von M . I .

sein kann . '

1 Eine rein geometrische Theori dieser Fläche siehe z . B . Tidsskrift

f. Matematik 1880, p . 81-108 ; 113-121 .
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Nehmen wir nun eine Fläche mit drei Doppellinien _

Wenn diese alle zusammenfallen, oder auch wenn nich t

alle drei durch denselben Punkt gehen, ist die Fläche

(wenn keine Kegelfläche) eine Regelfläche . Es müssen als o

die drei Geraden durch einen Punkt gehen . Ist die Fläche

algebraisch, dann wird schon hierdurch die Fläche al s

eine Steinersche Fläche charakterisiert . Aber auch wenn

die Fläche nicht algebraisch, aber von M . I . ist, wird si e

von jeder ihrer berührenden Ebenen in einer C 4 von M . I .

mit vier Doppelpunkten, also in zwei Kurven zweiter Ord-

nung geschnitten .

Die Fläche ist deshalb eine verallgemeinerte Steinersch e

Fläche .

Eine Steinersche Fläche (ob »erweitert« oder nicht) ha t

keine andere Doppeltangenten als Gerade, welche in eine r

»Tropenebene« liegen, d . h. in einer jener Ebenen, welche die

Fläche einer Kurve zweiter Ordnung entlang berühren . Wenn

also diese Ebenen nicht (als reelle) existieren, dann hat di e

Fläche keine Doppeltangenten . Jede Ebene, welche die Fläche

nicht berührt, schneidet also dieselbe in einer Kurve vierter

Ordnung ohne Doppeltangenten . Eine solche Kurve muss

aber von M . I . sein . . Wir haben also gefunden :

Die einzige irreduktible algebraische Fläch e

vierter Ordnung von Maximalindex, welche kein e

Regelfläche ist, ist eine Steinersche Fläche ohn e

Tropen .

Die allgemeine Frage lasse ich dahingestellt sein . Aber

durch Zusammensetzung der in dieser Arbeit gefundenen irre -

.duktiblen Flächen wird man jedenfalls neue reduktible her-

stellen können .

Forelagt paa Mødet den 25. April 1924 .
Færdig fra Trykkeriet den 29 . November 1924 .




