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VORWORT

er von Mrs. ANGAs ScoTT eingefiihrte Begrift Index
D einer ebenen Kurve hat sich auch in dem Sinne als
fruchtbar erwiesen, dass er zu nicht uninteressanten Pro-
blemen Anlass gegeben hat, um so mehr als er fiir nicht al-
gebraische Kurven endlicher Ordnung ebenso viel Bedeutung
hat, wie fiir algebraische. Besonderes Interesse erweckt die
Frage nach den Kurven von Maximalindex — und ebenso
von Maximalklassenindex. Der Begrill ist auch schon mehr-
“fach auf Raumkurven erweitert worden.

Es liegt nun sehr nahe, auch die Flichen von Maximal-
index zu untersuchen; eine Fliche nter Ordnung ist von
Maximalindex (von M. L.), wenn sie von jeder Geraden ent-
weder in n oder auch in (n—2) getrennten oder zusammen-
fallenden Punkten geschnitten wird (wobei selbstverstandlich
nur von reellen Elementen die Rede ist).

In der vorliegenden Arbeit beabsichtige ich besonders
die Regelflichen zu behandeln und bestimme samtliche
topologisch irreduktible Regelflichen von M. 1. Es ergibt
sich, dass man nur zwei Méglichkeiten hat; die eine liefert
eine Regelfliche mit einer (n—1) fachen, die andere eine
solche mit einer (n—2) fachen Leitlinie. Mit diesen kann
man die reduktiblen durch Zusammenzetzung herstellen.
Fir n = 4 habe ich auch alle die moéglichen Zusammen-

stellungen gegeben, wobei es sich sowohl um nicht alge-
1*
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braische Elementarflichen wie um algebraische Flachen
handelt. Weil eine Regelfliche von M. I. auch eine Fliche
von Maximalklassenindex ist, sind die letzteren auch hier
mitbestimmt.

Als Flichen von M. I, welche keine Regelflichen sind,
hat man schon die Flichen zweiter und dritter Ordnung.
Fir die Flichen vierter Ordnung, welche keine Linienflichen
sind, bestimme ich noch die einzige solche Fldche von M. 1.,
welche sich als eine Steinersche Fliche erweist. Es ist nicht
unmdéglich, dass dies die einzige algebraische und irreduk-
tible Flache von M. I. ist, welche nur eine endliche Zahl
von Geraden enthilt, aber ich muss diese Frage liegen
lassen.

Ich bemerke noch, dass die vorliegende Arbeit in starker
Verbindung steht mit einer fritheren tiber Kurven von M. 1.
auf einer einfachen Regelfliche. Dort war es aber mir die
Hauptsache, fir die betrachteten Kurven die charakteristi-
schen Zahlen zu finden, und es sind deshalb die hier ge-
gebenen Beweise von anderer Art als die fritheren.



Uber Flichen von Maximalindex.

ot

§ 1.
Einleitende Sitze.

Index einer ebenen Kurve ist nach Mrs. ANGas ScorT
die kleinste Zahl, so wie Ordnung die grésste Zahl der
Schnittpunkte der Kurve mit einer Geraden ihrer Ebene
ist; selbstverstindlich ist hier ausschliesslich von reellen
Gebilden die Rede.*

Zusammenfallende Schnittpunkte mit einer Geraden a
werden so abgeschiitzt, dass man die Lage der Geraden ein
wenig dndert und daraus ersieht, wie viele von den neuen
Schnittpunkten zusammenriicken, wenn die geénderte Gerade
wieder in a ibergeht. Dies ist jedoch so zu verstehen, dass
man diese Bestimmung fur jeden mehrfachen Schnittpunkt
fir sich anstellen soll. So hat z. B. eine einfache Tangente
zwel und eine Wendetangente drei zusammenfallende Punkte
mit der Kurve gemein. Wenn nun die Wendetangente in
A die Kurve in einem anderen Punkt B beriihrt, dann
rechnet man, dass diese Gerade in A4 und B zusammen
finf Punkte mit der Kurve gemein hat, selbst wenn man
keine der genannten Tangente naheliegende Gerade finden
kann, welche fiinf 4 und B naheliegende Punkte mit der
Kurve gemein hat.

Eine durch eine Spitze A gehende allgemeine Gerade

1 Sjehe: »On the circuits of plane curves« by CHARLOTTE ANGAS
Scorr; Transactions of the American Math. Society. Vol. 3. 1902 p. 388.
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schneidet dort in zwei zusammenfallenden Punkten, eine
Tangente aber in drei. Man rechnet nun, dass eine Gerade
a, welche in zwei Spitzen A und B einer Kurve Tangente
ist, dieselbe in diesen Punkten sechsmal schneidet, ob-
gleich hier keine a naheliegende Gerade zu finden ist, welche
die Kurve in sechs A oder B naheliegenden einfachen Punk-
ten schneidet.

Jede Kurve mit Doppelpunkten lisst sich in Pseudo-
zweige zerlegen, welche von einem Doppelpunkt O aus-
gehen, indem man von O aus die Kurve soweit durchliuft,
bis man wieder zu O zuriickkehrt. Wenn O ein Selbst-
bertihrungspunkt ist, dann wird der Psendozweig eine selb-
stindige Kurve sein, und die urspriingliche ist nach der in
dieser Arbeit gebrauchten Definition reduzibel. Sonst ist
der Pseundozweig keine »vélligstetige« Elementarkurve, in-
dem er in O einen Winkelpunkt hat. Den Pseudozweig kann
man aber in eine volligstetige Elementarkurve umwandeln, in-
dem man die genannten Winkelpunkte passend ahrundet.

Eine ebene Kurve nter Ordnung von Maximalindex hat
den Index n—2, k _

Uber diese Kurven hat man die folgenden leicht be-
weisbaren Sitze.’

1) Jede Tangente und jede durch eine Spitze gehende
Gerade schneidet ausser in dem doppel zu rechnenden
Punkt noch in (n—2) Punkten. Umgekehrt ist jede Kurve,
welche von den genannten Geraden ausser in dem doppel
zu rechnenden Punkt noch in (n—2) Punkten geschnitten
wird, eine C* von M. I.

2) Eine Kurve von M. I. kann keine doppelte Stutzge-
rade haben. Umgekehrt ist jede irreduzible Kurve endlicher

* Siehe auch: Haws Momrmann: Uber algebraische und nicht alge-
braische gewundene Kurven n-ter Ordnung vom Maximalindex, Math.
Ann., Bd. 78, S.171.
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Ordnung ohne doppelte Stiitzgerade von M. I, wenn
noch keine Wendetangente ausserhalb des Berthrungs-
punktes auch Stiitzgerade ist.

3) Wenn' eine Kurve von M. L. sich in mehrere Teil-
kurven auflést, dann ist jede derselben von M. I. Umgekehrt
bilden zwei Kurven von M. I. eine reduzible Kurve von
M. 1., wenn sie keine Stiitzgerade gemein haben.

4) Eine ebene Kurve von M. I. muss, wenn ihre Ord-
nung grosser als drei ist, wenigslens einen Doppelpunkt
haben.

Denken wir uns néimlich erst, dass die Kurve ohne
Spitzen ist. Da sie von M. L. ist, hat man also eine Kurve
ohne andere Punkt- und Tangenten-Singularititen als Doppel-
punkte und Wendetangenten. Eine solche Kurve muss aber
entweder zweiter oder auch dritter Ordnung sein.!

Von Spitzen kann die Kurve jedenfalls nur eine haben,
denn die Verbindungsgerade zweier Spitzen wiirde eine
doppelte Stiitzgerade sein. Aus ebendemselben Grunde kann
durch die Spitze O keine ausserhalb O beriithrende Tan-
gente gehen. Rundet man also die Spitze ab, kann deshalb
keine in der unmittelbaren Néhe von O beriihrende Doppel-
tangente auftreten, und die abgerundete Kurve muss dritter
Ordnung sein. Das bleibt aber auch noch giltig, wenn die
Abrundung aufgehoben wird.

Es mag an dieser Stelle noch bemerkt werden, dass eine
Wendetangente in einem Punkt M nicht nur als eine in M
beriihrende, sondern auch als eine durch M gehende und
ausserhalb M beriihrende Tangent betrachtet werden soll.

Wir wollen uns jetzt an Kurven vierter Ordnung von

! Fir n paar siche: Ebene Elementarkurven, Kgl. Danske V. S, Skrif-
ter 1914 S. 22; fiir den schwierigeren Fall n unpaar siehe: Stenrors, Ein
Satz fiber volligstetige geschlossene Kurven, Societas scient. Fennica 1922
I, 27 S. 1. : :
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M. L. halten. Ist die Kurve.irreduzibel, dann hat sie ent-
weder zwei oder auch drei Doppelpunkte'. Ist sie nicht ir-
reduzibel, dann muss sie entweder aus zwei Kurven vierter
Ordnung, oder aus zwei zweiter Ordnung, oder zwei dritter
Ordnung, oder auch aus einer C?® in Verbindung entweder -
mit einer C* oder mit einer C? zusammengesetzt sein.

Wir wollen diese Moglichkeiten in aller Kiirze vor-
nehmen.

Erstens sehen wir, dass zwei Kurven €} und C{ nicht
eine Kurve vierter Ordnung von M. I. bilden kénnen. Die
zwei Kurven miissen néimlich beide von M. I. sein, und
jede Gerade muss mit einer der Kurven mindestens zwei
Punkte gemein haben, auch jene, welche mit der anderen
Kurve vier Punkte gemein hat.

Nehmen wir nun zwei Kurven zweiter Ordnung, Wenn
diese s Punkte miteinander gemein haben, dann werden
sie, wenn nicht s = 0 oder s = 4, auch s Tangenten mit-
einander gemein haben. Wenn aber die zwei Kurven weder
Punkte noch Tangenten miteinander gemein haben, muss
die eine derselben ganz innerhalb der anderen liegen, und
dann wiirde man eine Gerade finden kénnen, welche keinen
Punkt mit beiden Kurven gemein hiitte. Wenn also zwei
C* eine C* von M. L. bilden, miissen sie vier Punkte gemein
haben. — Doppelrithrung nicht ausgeschlossen.

Um klar zu machen, dass Kuarven von M. I. besonderer
Art existieren, ist es oft bequemer, diec Existenz der ent-
sprechenden Kurven von Max. Klassenindex nachzuweisen.?
Durch Dualisierung erhalt man dann die gesuchten Kurven
von gewdhnlichem M, I.

* Siche: »Indledning i Lewren om grafiske Kurvers, Kgi. D. Vidensk.
Selsk. Skr. 6. R. X 1899 S.19.

? Hierauf hat besonders Hr. J. v. Sz. Nacy aufmerksam gemacht,
siehe Math. Ann. Bd. 89 S. 32.
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So sieht man gleich, dass zwei Kurven zweiter Ord-
nung, welche ganz auseinander liegen, eine Kurve vierter
Klasse von Max. Klassenindex bilden. _

Eine solche Kurve wird auch gebildet von einer Kurve
vierter Klasse mit vier Spitzen und zwei Doppeltangenten
in Verbindung mit einem diese im Inneren enthaltenden Oval.

Ersetzt man in der letztgenannten Figur die Kurve vierter
Klasse durch eine oder zwei ganz auseinander liegenden
Kurven dritter Klasse mit drei Spitzen, welche jinnerhalb
des Ovales liegen, dann erhilt man auch eine Kurve vierter
Klasse von Max. Klassenindex. Dasselbe bleibt auch noch
gliltig, wenn man die zwei Kurven dritter Klasse beibehilt,
aber das Oval auslisst.

Hiermit sind die vier obengenannten Méglichkeiten alle
abgetan: man kann z. B. also zwei Kurven dritter Ordnung
zu einer Kurve vierter Ordnung von M. I. zusammensetzen.
AVon diesen kann die eine, aber auch nur die eine einen
Doppelpunkt haben, denn die Verbindungsgerade zweier
Doppelpunkte wiirde sechs Punkte mit der Kurve gemein
haben.

Im folgenden haben wir mehrmals Gebrauch zu machen -
von einer Kurve C? zweiter Ordnung, welche von jedem
durch einen Punkt 4 gehenden Kegelschnitt in héchstens.
vier Punkten geschnitten wird. Solche Kurven existieren
auch als nicht algebraische, indem man von dem bekann-
ten Bohmerschen Oval ausgeht.! Fin solches wird erstens
von jeder Hyperbel, d. h. von jedem durch einen unendlich
fernen Punkt 4; gehenden Kegelschnitt in hochstens vier
Punkten geschnitten. Daraus erhiilt man durch eine reelle
projektive Transformation die gesuchte Kurve in dem Fall,
dass der feste Punkt A ausserhalb C? liegt. Aber das Boh-

! Siehe P. Bommer: »Uber elliptisch-konvexe Owvale«, Math. Ann.
Bd. 60. S. 256 (1905).
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mersche Oval wird auch von jeder Parabel in hdéchstens
vier Punkten geschnitten. Man erhélt also durch eine du-
alistische Transformation des Bdhmerschen Ovales auch
die gesuchte Kurve in dem Fall, dass A innerhalb C? liegt.

Die folgende Untersuchung behandelt die Flichen von
Maximalindex. Eine Fliche ist von M. 1., wenn alle ihre
ebenen Schnitte von M. 1. sind. Flichen dieser Art hat man
schon in Kegelflichen, deren Leitlinien von M. I. sind.
Diese lassen wir ganz bei Seite liegen und behandeln ins-
besondere die irreduktiblen allgemeinen Regelflichen; nur
fur Flichen vierter Ordnung bestimmen wir auch die ir-
reduktiblen.

Durch eine Gerade gehen ebensoviele Tangentenebenen an
eine Regelfliche wie die Gerade Schnitipunkte mit der
Flache hat. Eine Regelfliche von maximalem Ordnungsindex
ist deshalb auch von maximalem Klassenindex; und dieser
Index ist n—2, wenn die Fliche nter Ordnung ist.

§ 2.
Die aus zwei Regelflichen zweiter Ordnung gebildete
Regelfliche vom Maximalindex.

Eine Regelfliche zweiter Ordnung ist notwendigerweise
algebraisch, und nur solche Flichen sind also hier in Be-
tracht zu ziehen. Die zwei Flichen F} und F3 werden von
einer beliebigen Ebene in Linien zweiter Ordnung geschnitten
werden, und diese miissen, wenn sie nicht Gerade enthalten,
vier Punkte miteinander gemein haben. Wenn aber die
Flachen eine krumme Linie gemein haben, dann wiirde man
offenbar Ebenen finden kdénnen, welche in Kurven mit nur
zwei gemeinsamen Punkten schneiden. Die Flichen miissen
sich also in vier Geraden schneiden und sowohl zwei Er-

zeuger der einen Art wie zwei Erzeuger der zweiten Art
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miteinander gemein haben. Wir nehmen nun zweéi Kur-
ven zweiter Ordnung €5 und CZ, welche eine Kurve C* von
M. I. bilden, und es seien 4, B, C, D die Schnittpunkte der-
selben. Duarch z B. A und B legen wir im Raume (d. h.
nicht in der Ebene der Kurven) zwei einander nicht schnei-
dende Gerade, a bzw. b, und suchen, ob die zwei durch
a, b und C? sowie durch a, b und C; als Leitlinien be-
stimmten Flichen eine Fliche von M. L bilden kénnen.
Um die Schnittpunkte dieser Fliche mit einer beliebigen
Geraden ! im Raume zu konslruieren, legen wir durch g,
b und [ eine einfache Regelfliche — nur der Fall, dass dies
tunlich ist, ist zu betrachten, denn wenn ! Punkte mit a
oder mit b gemein hat, ist die Sache klar. Diese Regelfliche
schneidet die Ebene der gegebenen Kurven in einem durch 4
und B gehenden Keg,elschnitt % und es kommt darauf an, ob
C? mit C? + C; immer wenigstens zwei Punkte gemein hat. Um
dies zu untersuchen, kénnen wir eine quadratische involu-
torische Transformation anwenden mit A, B und € als
Hauptpunkten; durch diese mége D in D, iibergehen. Die
Kurven €2 und C3 gehen in zwei durch D, gehenden Ge-
raden ¢; und ¢, fiber und €? in einen durch 4 und B
gehenden Kegelschnitt C3. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass C? von wenigstens einer der Gera-
den ¢; und ¢, geschnitten wird, ist offenbar die, dass 4 und B
durch ¢; und ¢, getrennt sind. Kehrt man nun zur urspriing-
lichen Figur zuriick, hat man die Bedingung, dass die Tan-
genten an C? und C3 im Punkte C die Gerade AB in zwei
Punkten schneiden, welche durch A und B getrennt sind.
Nehmen wir, was noch ganz allgemein ist, C? als eine
Hyperbel, C2 als eine Ellipse an, dann miissen A und B in
Ubereinstimmung mit dem obigen als zwei solche Schnitt-
punkte gewiihlt werden, welche auf der Hyperbel durch die
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unendlich fernen Punkte der Hyperbel getrennt sind, und

diese Bedingung ist sowoh! notwendig wie auch hinreichend.

§ 3.
Die aus zwel Regelilichen dritter Ordnung gebildete Fliiche
vierter Ordnung von Maximalindex.

Ehe wir zu unserer eigentlichen Untersuchung tibergehen,
wollen wir ein paar Worte sagen iiber Regelflichen dritter

Ordnung F3

unabhingig davon, ob sie algebraisch oder
nicht algebraisch sind. Er sei fein allgemeiner Erzeuger
der Fliche. In einem Punkt P dieser Geraden nehmen wir die
heriithrende Ebene 7, welche F? ausser in fnoch in einer Kurve
zweiter Ordnung C? schneidet, und diese hat ausser P noch
einen Punkt  mit f gemein. Wenn Q nicht Schnittpunkt
mit einer Leitlinie ist, dann wiirde = eine auch im Punkt Q
bertihrende Ebene sein. Das ist aber nichl méglich, denn der
Umriss von F? auf eine Ebene aus einem allgemeinem Punkt
von f kann als Kurve zweiter Klasse keinen Doppelpunkt (mit
zusammenfallenden Tangenten) haben. Durch Q geht alsoeine
Leitlinie « der Flache. Jeder Erzeuger der Fliche geht durch
einen Punkt von C%, und durch P geht der Erzeuger f. Kein
weiterer Erzeuger kann in s liegen, weil F® dritter Ord-
nung ist, und deshalb muss durch @ ein neuer Erzeuger
fi gehen. Durch den beliebigen Punkt ) von & gehen also
zwel Erzeuger, und « wird eine Doppellinie der Fliche
sein. Aber diese Leitlinie muss geradlinig sein, denn schnei-
det eine Ebene eine krumme Leitlinie in A und B, dann
miisste die Linie AB ganz 1in der Flache liegen, was
unmdaglich ist, wenn A und B beliebige Punkte eines Bogens
sind.

Eine Regelfliiche F? hat also immer eine gerade Doppel-
linie ¢. Nehmen wir nun vier Erzeuger von welchen nicht
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zwel durch denselben Punkt von « gehen, dann konnen
iiberhaupt keine zwei einander schneiden, und die vier
Erzeuger werden ausser von ¢ noch von einer anderen Ge-
raden b geschnitten. Diese muss auf der Fliche liegen und
kann nur eine einfache Leitlinie sein. Es kénnen aber speziell
a und b zusammenfallen und ein windschiefes Element der
Flache bilden.

Man erhélt also eine Regelfliche dritter Ordnung allge-
meinster Art, wenn man als Leitlinien nimmt: eine Kurve
C? eine im Raume durch einen Punkt 4 von C? gehende
Gerade a, und noch eine solche Gerade b, welche keinen
Punkt mit C*> gemein hat.

Eine solche Fliche existiert sowohl als algebraisch, wie
auch als nicht algebraisch. Um die Schnittpunkte mit einer
Geraden / im Raume zu finden, legen wir wie immer eine
einfache Linienflache durch a, b und [, und diese schneidet
die Ebene 7 von C? in einem Kegelschnitt, welcher durch
die Spuren A und B von a und b in & gehen. Wir brauchen
also nur C* als ein passend transformiertes Bohmersches
Oval zu nehmen.

Jede durch die doppelte Leitlinie a gehende Ebene
schneidet die Flache in einer Geraden, aber wihlt man B
ausserhalb C? dann wird nicht jede durch b gehende
Ebene die Flache in zwei Geraden schneiden. Aus B gehen
dann zwei Tangenten 4 und £, an C3, und die Ebenen (bt,)
und (bf,) trennen jene durch b gehenden Ebenen, welche
ausser in b in zwei Geraden schneiden, von jenen anderen,
welche ausser b keinen Punkt mit der Fliche gemein haben.

Die Ebenen (b#) und (b)) schneiden a in zwei Punkten
S; und S,, durch welche zusammenfallend Erzeuger gehen.
Diese Punkte, die pinch-points oder Grenzpunkte auf
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a, zerlegen diese Gerade in zwel Strecken; nur die eine der
Strecken ist eine eigentliche Doppellinie der Fliche.

Wir wollen nun dazu tibergehen, zu untersuchen, ob es
moglich ist, zwei Regellliichen dritter Ordnung F} und F$
zu einer Flache vierter Ordnung von M. I. zusammenzusetzen.
Die zwei Flichen kénnmen nun jedenfalls keine krumme
Linie miteinander gemein haben; eine durch zwei Punkte
A und B dieser Kurve gehende Ebene wiirde in zwei Kur-
ven dritter Ordnung schneiden, welche 4 und B mit ein-
ander gemein haben, so dass AB der Fliche angehéren
miisste, wenn F?+ F3 vierter Ordnung sein soll. Es haben
aber die zwei Flichen in jeder Ebene Punkte miteinander
gemein, d. h. sie miissen sich also notwendigerweise in
Geraden schneiden.

Es ist nun ferner erstens nicht méglich, dass eine Schnitt-
gerade ein gemeinsamer Erzeuger f sein kann, denn jede
durch f gehende Ebene wird beide Flichen in . (reellen)
Kurven zweiter Ordnung schneiden. Es ist auch nicht még-
lich, dass eine Schnittgerade auf der einen Flache eine
Doppelgerade und auf der anderen eine einfache Leillinie
oder auch ein Erzeuger isi, denn auch in dem Fall wird
man durch die Gerade gehende Ebenen finden kénnen,
in welchen Gerade liegen, die mit F?+ F? mehr als vier
Punkte gemein haben.

Eine durch keine Gerade der Flichen gehende Ebene
schneidet dieselben in zwei C?. Von diesen kann wie frither
gesagt hoéchstens die eine einen Doppelpunkt haben. Die
Flichen miissen deshalb notwendigerweise die Doppellinie.
a gemeinsam haben, und zwar so, dass die eigentlichen
Doppelstrecken von «, je nachdem man a als eine Doppel-
linie der einen oder der anderen Fliche auffasst, keinen
Punkt miteinander gemein haben. Eine beliebige durch a
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gehende Ebene schneidet jede der Flichen in einem Erzeuger,
aund durch den Schnittpunkt derselben muss eine gemeinsame
einfache Leitlinie gehen, d. h. die Flichen miissen sowohl
die Doppelline a wie auch die einfache Leitlinie b mitein-
ander gemein haben.

Nachdem wir nun die einzig mégliche Zusammenstellung
von F§ und Fj festgestellt haben, kann man in der fritheren
Weise die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden [ mit
F} + F; bestimmen. Eine durch @, b und I gehende ein-
fache Regelfliche schneidet die Ebene von C} -+ C3 in einem:
durch die Spuren 4 und B von a und b gehenden Kegel-
schnitt, und es kommt darauf an, ob ein beliebiger durch
A und B gehender Kegelschnitt ausserhalb A4 und B die
Kurve C} -+ C} in héchstens vier und wenigstens zwei Punk-
ten schneidet.

Wir koénnen leicht zwei solche Kurven bestimmen, wenn
wir von einer algebraischen zweiteiligen Kurve C?* ausgehen.
Wir brauchen nur eine quadratische involutorische Trans-
formation zu applizieren milt dem einen Hauptpunkt A auf
dem Oval, dem zweiten B auf dem unpaaren Zweig der
Kurve, wihrend der drilte C beliebig innerhalb des Ovales
gewiihlt wird, nur nicht in der Geraden AB. Dadurch geht
das Oval in eine Kurve dritter Ordnung C? iber, welche in
A einen Doppelpunkt hat, und der unpaare Zweig von C?
geht in eine andere Kurve Cj iiber, welche nicht durch 4,
wohl aber wie auch C} durch B geht. Es ist klar, dass jeder
durch 4 und B gehende Kegelschnitt die Kurve C}+ C?
ausserhalb A und B in hdchstens vier und mindestens zwei
Punkten schneidet.

Die konstruierte Fliche ist algebraisch, aber die zwei
Flachen F? und F3 sind nicht-algebraische Flichen dritter
Ordnung. '
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§ 4.

Die Regelflache vierter Ordnung von Maximalindex

mit einer dreifachen Leitlinie.

Betrachten wir nun eine nicht zerfallene Regelfliche F*
vierter Ordnung, und es sei fein allgemeiner Erzeuger dersel-
ben. Eine durch f gehende Ebene 7z schneidet F* ausser in f
noch in einer Kurve dritter Ordnung €%, und diese schneidet f
in einem oder in drei Punkten. Von diesen muss der eine
ein Berithrungspunkt von = mit F* sein, die zwel vom
Berithrungspunkt verschiedene Schnittpunkte von f mit mehr-
fachen Leitlinien. 1

Wenn nun die Flache eine dreifache Leitlinie haben
soll, dann muss C* einen auf f liegenden Doppelpunkt A
haben kénnen, und die Punkte A die dreifache Leitlinie hilden.
Diese muss eine Gerade sein, denn jede Verbindungs-
gerade zweier Punkte derselben, durch welche drei Erzenger
gehen, muss der Fliche angehoren, weil diese -vierter Ord-
nung ist.

Durch jeden Punkt der dreifachen Leitgerade a gehen
entweder drei oder auch nur ein Erzeuger, weil Grenzpunkte
vorhanden sein koénten. Das letztere ist aber unmdéglich.
Wenn nimlich durch einen Punkt 4 von a nur ein Er-
zeuger f geht, dann wird eine durch A gehende und fund
a nicht enthaltende Ebene in einer Kurve C* ohne Doppel-
punkle schneiden, weil F* ausser a keine andere mehrfache
Leitlinie haben kann. €* kann also nicht von M. L. sein
(siehe S. 8).

Die drei durch einen Punkt von a gehenden
Erzeuger miussen in einer Ebene liegen.

Legt man n#&mlich durch zwei derselben, sagen wir a,
und a,, eine Ebene, wird diese, wenn nicht alle drei in
einer Ebene liegen, die Flache noch in‘ einer Kurve zweiter
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Ordnung schneiden, welche durch den Punkt (a;a,) geht
und demnach jede der Geraden a; und a, in noch einem
Punkt bzw. 4; und 4, schneidet. Diese Punkte sind Be-
rithrungspunkte der Flache mit der Ebene (a;a,), und die
Gerade 4, A, wiirde eine Doppeltangente der Fliche sein, denn
A, A, kann kein Erzeunger sein, weil die Flache vierter Ordnung
ist. Es miissen also alle die drei durch einen Punkt der Doppel-
linie gehenden Erzeunger in einer Ebene liegen, und diese wird
die Fliche noch in einer einfachen Geraden b schneiden. Jede
durch b gehende Gerade schneidet noch in einer C*® mit
einem dreifachen Punlkt also in drei Geraden; die Ebene be-
rithrt freilich auch dann die Fliche dreimal, aber die Verbin-
dungslinie zweier Bertihrungspunkteist eine Gerade der Fliche.

Es fragt sich nun, ob eine solche F* auch wirklich von
M. 1. sein wird. Um dies zu untersuchen, bemerken wir,
dass wenn wir durch einen Erzeuger f eine Ebene w legen,
diese F* ausser in f noch in einer G* schneidet, welche in
A = (ra) einen Doppelpunkt hat. Nehmen wir nun in einer
Ebene eine C? mit Doppelpunkt in A. Durch A sowie durch
einen Punkt B in der Ebene von C?, aber ausserhalb dieser
Kurve, legen wir im Raume zwei Gerade, b. z. w. «@ und b;
die Flache wird dann als eine Regelfliche mit @ und b als
Leitlinien bestimmt. Hier sehen wir nun sogleich, dass B
innerhalb des Ovales von (? gewihlt werden muss; sonst
wiirde man aus B eine Tangente ¢ an C® legen kénnen, und
die Ebene (bf) wiirde a in einem Grenzpunkt treffen, wihrend
doch a keinen solchen Punkt enthalten darf.

Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, wenn nur
die Regelflache vierter Ordnung ist. Legen wir nimlich
durch 4 und B einen beliebigen Kegelschnitt ¢. Wenn dieser
mit dem Oval in A einen zweifach zu rechnenden Punkt

gemein hat, dann wird er wenigstens zwei einfache Punkte
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. VI, 5. 9
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mif dem Oval gemein haben, und hat er in A einen ein-
fachen Punkt mit dem Oval gemein, dann wird er auch
in A einen einfachen Punkt mit dem unpaaren Pseudo-
zweig von C? gemein haben, so dass er in jedem Fall wenig-
stens zwel Punkte mit €* gemein haben wird.

Wenn C? algebraisch ist, dann ist es klar, dass € hoch-
stens vier Punkte mit C*® gemein hat. Aber dasselbe kann
auch der Fall sein, wenn C? nicht algebraisch ist, indem
man nimlich in friher angegebener Weise von einem Boh-
meschen Oval den Ausgangspunkt nimmt.

Wir haben also:

Eine Fliache vierter Ordnung mit einer drei-
fachen Leitlinie ist von Maximalindex, wenn die
drei durch einen Punkt der Leitlinie gehenden
Erzeuger in einer Ebene liegen und diese Leitlinie
keine Grenzpunkte hat.

§ 5.

Die Regelfliche vierter Ordnung von Maximalindex mit zwei
Leitlinien.

Wir wollen nun eine Regelfliche F* von M. I. ohne
dreifache Leitlinie betrachten. Eine durch einen Erzeuger
{ gehende Ebene p schneidet ausser in f noch in einer
Kurve C? welche durch den Beriihrungspunkt M von u
mit der Flache geht. Ausser M muss f noch zwei getrennte
oder zusammenfallende Punkte mit C* gemein haben, denn
M als einziger Schuittpunkt ist unmdoglich. Aus dem Punkt
M darl némlich keine Tangente an C® gehen, welche ausser-
halb M beriihrt, denn eine solche wiirde eine Doppeltangente
der Flache sein. Deshalb muss M entweder auf einem
Oval von C? liegen oder auch muss diese Kurve einen
-Doppelpunkt haben, und M auof der Schleife derselben



Uber Flichen von Maximalindex. 19

1iegen.l Die erstere Méglickheit ergibt aber, dass die Flache
F* reduzibel ist, — wir kommen in der Tat zu der in
zwel Flachen dritter Ordnung zerlegbaren F* zuriick — und
jede durch einen Punkt der Schleife gehende und in p liegende
Gerade hat drei Punkte mit der Kurve C? gemein. Die zwel von
M verschiedenen Punkte bilden, wenn f sich stetig #ndert,
die Leitlinien, und zwar doppelte Leitlinien der Fliche. Wir
sehen also, dass jeder Erzeuger die Leitlinie — oder,
wenn man will, das Leitliniensystem — in zwei Punkten
schneidet.

Nehmen wir nun einen Punki A der Leitlinie, durch den
zwel Erzeuger f; und f, gehen. Weil die Fliche nicht ab-
wickelbar ist, kénnen wie A so gewéhll denken, dass f; und
/> nicht zusammenfallen, und es mogen diese Geraden das
Leitliniensystem das zweite Mal in B; bzw. B, schnei-
den. Weil die Fliche nicht abwickelbar ist, kénnen wir
auch voraussetzen, dass f; und f, nicht in By bzw. B,
die dortige Leitlinie 8 bertihren.

Die Ebene (f,f,) schneidet die Flache ausser in f, und
f> noch in einer durch B, und B, gehenden Kurve C* zwei-
ter Ordnung. Wir koénnen voraussetzen, dass diese Kurve
— wenn sie eine krumme Linie ist — weder f; in B; noch
f» in B, berithrt. Wenn némlich €? in B, den Erzeuger f;
bertihrte, dann wiirden die zwei Ebenen, welche in B; die
Fliche bertthren, zusammenfallen, weil f; wie oben bemerkt
keine Tangente an der Doppelkurve 8 ist. Eine durch B,
gehende (aber nicht 8 in B, beriithrende) Ebene wiirde dann
F* in einer Kurve mit einer Spilze in B; schneiden. Dies
kann einmal geschehen, aber — wenn die ganze Leit-
linie nicht‘ geradlinig ist — auch nur einmal, weil
man sonst eine Schnittkurve mit zwei Spitzen haben koénnte,

was nicht angeht, wenn F* von M. L. ist,
2*
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Wenn aber die krumme Linie ¢* weder f; in B, noch
[ in B, berithrt, dann muss sie f; in einem neuen Punkt
Cy und £, in einem neuen Punkt C, schneiden. Aber dann
wiirde (C; C,) eine doppel bertihrende Tangente an F* sein,
was nicht angeht. Die Kurve C? muss deshalb zerfallen,
und zwar in die Gerade B;B, als Doppellinie.

Aus alle dem folgt, dass man immer einen Punkt 4 so
wiahlen kann, dass die durch die zwei durch A gehenden
Erzeuger f; und [, gehende Ebene p ausser in f; und f
nur noch in einer doppelten Linie B, B, = b schneidet. Aber
dann wird jede durch b und einen beliebigen anderen nicht
in b liegenden Punkt A der Leitlinien gehende Ebene die
Flache in zwei Geraden schneiden. Aber ebenso wird man
sehen, dass alle von einem Punkt von b ausgehenden Er-
zeuger eine Gerade ¢ schneiden, d. h.:

Die Fliche muss zwei Gerade als doppelte Leit-
linien haben.

Aber nicht jede Regelfliche vierter Ordnung dieser Art
ist von M. I. Wir fiigen zugleich die folgende Forderung
hinzu: ‘ :

Héchstens auf einer der Leitgeraden kdénnen
pinch-points — oder Grenzpunkte — liegen, wenn
die Fldche von M. I. sein soll

Ein Grenzpunkt ist ein Punkt auf einer Leitlinie, wel-
cher zwei Teile derselben trennt; aus Punkten des einen
Teiles gehen zwei Erzeuger mehr als aus einem Punkt des
“anderen; aus dem Grenzpunkt geht — ausser einfach zu
rechnenden Erzeugern —immer eine mehrfach zu rechnender.
Die Zahl der Grenzpunkte muss paar sein.

Ist in unserem Fall 4; ein Grenzpunkt z. B. auf der
Linie a; dann gehen aus einem in der Néihe von A, lie-

genden Punkt P zwei Erzeuger oder auch keine, jenach-



Uber Flichen von Maximalindex. 21

dem P auf der einen oder auf der anderen Seite von 4,
liegt.

Denken wir uns nun, dass es solche Grenzpunkte gibt,
sowohl auf a wie aul b. Durch a legen wir eine Ebene u,
welche b in einem Punkt schneidet, aus welchem kein Er-
zeuger geht. Die Ebene hat dann ausser a keinen Punkt
mit der Fliche gemein. Eine in w liegende Gerade, welche
durch einen Punkt von «a geht, aus dem kein Erzeuger geht,
wird also keinen Punkt mit F* gemein haben, so dass die
Fliache nicht von M., I. sein kann.

Weil die Leitlinien ¢ und b nicht in einer Ebene liegen,
konnen zwei Erzeuger sich nur in einem Punkt dieser Li-
nien schneiden. Die Flache kann deshalb ausserhalb der
Leitlinien keine andere Doppellinie haben als ein doppelter
Erzeuger; dass zwei solche in der irreduktiblen F* unmég-
lich sind, ist ersichtlich. Man hat nun:

Eine Regelfldche vierter Ordnung mit zwei ge-
raden (doppelten) Leitlinien und keinem doppel-
ten Erzeuger kann nicht von M. I. sein.

Legt man némlich durch einen Erzeuger f eine Ebene
u, dann schneidet sie in diesem Fall ausser in f noch in
einer Kurve C® dritter Ordnuhg ohne Doppelpunkt, welche
durch die Schnittpunkte 4 und B von p mit den Leitlinien
geht. Aber aus A gehen dann immer wenigstens zwei Tan-
genten an C% welche ausserhalb A beriihren. Die durch
diese Tangenten und a gehenden Ebenen bestimmen Grenz-
punkte auf b. Ebenso kann man Grenzpunkte auf a be-
stimmen. Dem wvorigen Satz zufolge kann F* also nicht
von M. I. sein.

Wenn die Fliche einen doppelten Erzeuger hat, ist es
einfacher, die Schnittebene g durch den doppelten Erzeuger
g zu legen. Die Ebene schneidet dann ausser in g noch in
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einer Kurve zweiter Ordnung C® Die Schnittpunkte 4 und
B von w mit ¢ und b liegen nicht auf €2, sie kénnen ent-
weder beide ausserhalb C* oder beide innerhalb €2 liegen,
oder auch kann der eine ausserhalb, der andere innerhalb
C* liegen.

Im ersten Fall kann die Fliche nicht von M. I. sein,
denn die Tangenten an C* auns A und B ergeben Grenzpunkte
auf b bzw. a. Im zweiten Fall gibt es weder Grenz-
punkte auf a noch auf b. Aber die Fliche kann dennoch
nicht von M. L sein. Es kommt ja wie oft bemerkt darauf
an, ob jeder durch A und B gehende Kegelschnitt ausser-
halb A und B wenigstens zwei Punkte mit C* gemein hat.
Wenn aber A und B beide innerhalb 2 liegen, dann wird
ein Geradenstiick AB auch innerhalb €2 liegen, und ein
diesem doppelgerechneten Geradenstiick hinreichend nahe
liegender Kegelschnitt wird keinen Punkt mit €® gemein
haben. Wenn aber A4 und B auf verschiedenen Seiten von
C? liegen, dann wird jeder durch A und B gehende Kegel-
schnitt wenigstens zwei Punkte mit C? gemein haben, Wenn
wir also im voraus wissen, dass die Fliche vierter Ord-
nung ist, dann hat man:

Eine Regelfliche vierter Ordnung mit zwei ge-
raden Leitlinien und einem doppelten Erzeuger
ist von Maximalindex dann und nur dann, wenn
sich auf einer und nur einer der Leitlinien Grenz-
punkte finden.

Dass Flichen dieser Art, sowohl algebraische wie auch
nicht algebraische existieren, ist leicht zu sehen. Man braucht
ja nur eine Kurve C? zweiter Ordnung herzustellen, welche
von jedem durch einen ausserhalb C? liegenden Punkt A
in héchstens vier Punkten geschnitten wird (siehe § 1).
Wihlt man dann einen beliebigen Punkt B innerhalb €2
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und sind a und b zwei durch A bzw. B gehende Gerade,
welche nicht in der Ebene von C? liegen, dann bestimmen
a, b und C? als Leillinien die gesuchte F* von M. I

Wir wollen zum Schluss noch die restierende fornial
moglichen Zusammensetzungen von Regelflichen zu einer
Flache vierter Ordnung von M. I. kurz in Betracht ziehen.
Diese erweisen sich alle als ausgeschlossen.

Erstens kann man nicht zwei Flachen vierter Ordnung
zu einer F* von M. I. zusammenstellen, denn die ebenen
Schnitte von F* kénnen nicht von M. L. sein (siche § 1).

Dasselbe gilt auch fiir eine F* in Verbindung mit einer
F?2, Man braucht, um das zu sehen, nur eine Ebene durch
einen Erzeuger der IFlache zweiter Ordnung und einen Punkt
der Leillinie der F* — durch den zwei Erzeuger gehen —
zu legen. Diese schneidet F*+ IF? in einer Kurve vierter
Ordnung in Verbindung mit zwei Geraden, und diese Schnitt-
kurve kann nicht vierter Ordnung sein. '

In ganz derselben Weise sieht man, dass eine F?® in
Verbindung mit einer F2 fiinfter Ordnung sein wird. Um so
mehr konnen also zwel F? und eine F? keine Fliche vierter
Ordnung bilden.

Wir haben also in der Tat im obigen alle reduktiblen
und irreduktiblen Regelfliichen vierter Ordnung von Maximal-
index gefunden.

§ 6.
Regelilichen n-ter Ordnung von Maximalindex.

Die Flichen, welche wir hier in Befracht ziehen, miissen
vollig stetig sein (sowohl als Punkt- wie als Ebenengebilde);
auch setzen wir voraus, dass die Fliche nicht unbegrenzt
viele mehrfach zu rechnende Erzeuger hat. Noch machen
wir die sehr wesentliche Veraussetzung, dass die Fliche
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sich nicht in verschiedene Blitter zerlegen lisst, was
nicht damit dquivalent ist, dass die Fliche, wenn algebra-
isch, auch algebraisch irreduktibel ist. Aber es folgt dar-
aus, weil die Flache eine Regelfliche ist, dass eine
ebene Schnittkurve derselben sich nur dann in getrennte
Zweige zerlegen lasst, wenn die Kurve aus einer Leit-
linie und tbrigens nur Erzeugern zusammengesetzt ist.

Durch einen einfach zu rechnenden Erzeuger [ legen
wir eine Ebene, welche die Flache 7 ausser in f noch in
einer C*~ ! von M. I. schneidet. Diese hat Punkte mit f
gemein, ndmlich n—1 oder n— 3 getrennte oder zusammen-
fallende Punkte. Von diesen kann nur ein Punkt ein Be-
rithrungspunkt von s mit F* sein. Die iibrigen miissen
Schnittpunkte mit einer mehrfachen Leitlinie sein. Durch
wenigstens einen Punkt von f geht also jedenfalls eine
Leitlinie. Dass diese eine Gerade sein muss, kénnten wir
wesentlich wie im vorigen § dartun, ziehen es aber vor,
sogleich den folgenden allgemeinen Satz aufzustellen, der
fiir alle Flichen von M. I. Bedeutung hat:

- Jede Doppellinie und allge‘meiner jede mehr-
fache Linie einer Fliche von Maximalindex muss
aus Geraden zusammengesetzt sein.

Es sei t eine Tangente einer als nicht geradlinig vor-
ausgesetzten Doppellinie. Durch eine Gerade I, welche ¢
schneidet, aber nicht durch deren Berithrungspunkt M geht,
legen wir Ebenen u, Weil wir voraussetzen koénnen, dass
t kein Erzeuger ist, dass M ein gewohnlicher Punkt der
Doppelkurve, und dass (/f) keine dieselbe in M oskulie-
rende Ebene ist, wird die Schnittkurve der Fliche mit der
Ebene (X) in der Nihe von M aus zwei Elementarbdgen
zusammengesetzt sein, welche # als gemeinsame Tangente
haben.
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Wir betrachten nun zwei durch I gehende Ebenen, wel-
che beide in der Nihe von >(lt) liegen, aber durch diese
getrennt sind. Die eine der Ebenen schneidet die Doppel-
kurve in zwei in der Nihe von M liegenden Punkten und
also die Fliche in der Nihe von M in zwei Elementar-
bégen, welche sich in den genannten zwei Punkten schnei-
den. Die andere Ebene schneidet in der Nihe von M in
zwei Elementarbdgeh, welche keinen Punkt miteinander

Fig. 2.

gemein haben. Aber eine Figurenbetrachtung zeigt dann, dass.
in einer der Ebenen Doppeltangenten auftreten, und das
ist fir eine Fliche von M. I. nicht zuliissig (siehe Fig. 1
und 2). Dass die Doppelkurve eine Spitzkante der Fliche
sein kann, ist ausgeschlossen.

Der Satz bleibt auch noch giiltig, wenn in der Doppel-
linie sich mehrere Blitter der Fliche schneiden.

Durch eine jetzt nachgewiesene Leilgerade, wir nennen
sie a, legen wir eine Ebene n. Diese hat ausser a noch
Punkte mit F* gemein, welche eine Kurve ¢ bilden. Alle
Erzeuger miissen entweder a oder auch C treffen, wenn
nicht C aus lauter Erzeugern zusammengesetzt ist. Das.
letztere muss aber der Fall sein, weil wir ausdriicklich
daran festhalten, dass unsere Fliche unzerlegbar sein soll;
sonst wiirden jene Erzeuger, welche a treffen, einen Teil,
und jene, welche C treffen, einen anderen Teil von F* bilden.
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Wir haben also gesehen, dass die Fliche eine Gerade a
haben muss mit der Eigenschaft, dass jede durch a gehende
Ebene u, welche ausserhalb ¢ Punkte mit der Fliache gemein
hat, dieselbe in Erzeugern schneidet, so dass man dadurch
alle Erzeuger der Fliche erhilt. Es ist nicht abgemacht,
dass durch jeden Punkt von a Erzeuger gehen.

Aber die Fliche muss noch eine andere Leitlinie » haben.
Eine Fliche von Maximalindex ist ja auch von Maximal-
klassenindex, und muss demmnach eine Gerade b enthalten
mit den analogen Eigenschaften: dass durch die in b liegenden
Punkte Erzeuger gehen, so dass man dadurch alle Erzeu-
ger der Fliche erhilt. Es ist nicht abgemacht, dass jede
durch b gehende Ebene ausser b noch Punkte mit F» ge-
mein hat. Den Fall, dass a und b zusammenfallen, so dass
sie ein windschiefes Element bilden, betrachten wir als
einen Grenzfall,

Wir legen nun eine Ebene m, welche keinen Erzeuger
enthilt, und a und & in 4 bzw. B schneidet; die Fli-
che schneidet sie in einer Kurve C* von M. I. Man erhilt
alle Erzeuger, wenn man durch a eine Ebene u legt, welche
bin N und C*in M;, M,... schneidet, wonach NM;, NM,. ..
die in w liegenden Erzeuger sind. Weil jede durch 4 gehende
und in s liegende Gerade die Kurve C" ausser in A4 noch
in, sagen wir p oder p— 2 Punkten schneidet, werden durch
jeden Punkt von b entweder p oder p—2 Erzeuger gehen.
Wenn diese Moglichkeiten beide eintreffen kénnen, wird
Jedes Geradenstick B;B, von b, durch dessen Punkte p
Erzeuger gehen, von einem Nachbarstiick B, B,, durch dessen
Punkte p—2 Erzeuger gehen, durch einen pinch-point B,
getrennt sein. Wir wollen nun zeigen, dass wenn sich ein
solcher Punkt auf b findet, dann a jedenfalls keinen

pinch-point enthalten kann. Denken wir uns namlich, dass
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durch jeden Punkt B’ von BB, p Erzeuger gehen, durch
jeden Punkt B” von B,B; p—2 Erzeuger und weiter durch
einen Punkt A" in einer Strecke A4, von a ¢ Erzeuger
und durch einen Punkt A" einer Strecke 4,4, ¢—2 Er-
zeuger. Es moge die Gerade A,B, die Fliche ausser in
diesen Punkten noch in, sagen wir ¢ Punkten schneiden.
Eine 4,B, hinreichend naheliegende Gerade, welche a und
b schneidet, wird dann ausserhalb dieser Geraden auch ¢
Punkte mit der Fliche gemein haben. Aber von diesen nahe-
liegenden Geraden, wird eine Gerade A’B’ und eine Gerade
A”B"” mit der Fliche eine Zahl von Punkten gemein ha-
ben, deren Differenz 4 ist, und das geht nicht fir eine
IFliche von M. 1.

Pinéh—points auf b liegen in Ebenen, welche durch a
gehen und die Kurve (* berithren; enlsprechend werden
eventuell pinch-points auf a bestimmt. Hieraus folgt, dass
héchstens aus einem der Punkte 4 und B Tangenten an
C" gehen, welche ausserhalb A bzw. B berithren. Wir
bemerken, dass wenn z. B. A ein Inflexionspunkt-auf einem
der durch A gehenden Bégen von C” ist, dann die Wende-
tangente in A den ausserhalb A bertthrenden Tangenten
zugerechnet werden soll.

Nehmen wir nun an, dass durch B keine Tangente an
C" geht, welche ausserhalb B beriihrt. Dann wird jede
durch B gehende Gerade eben n Punkte (und nicht n—2)
mit der Kurve gemein haben, denn dies ist der Fall fiir
eine in B bertihrende Gerade; jede Tangente an (" schnei-
det némlich in n Punkten, wenn der Berithrungspunkt mit
ihrer Multiplizitit mitgerechnet wird.

Die Gerade AB hat ausserhalb A und B keinen Punkt
mit der Kurve gemein, denn ein solcher Punkt wiirde die
Gerade AB als einen Erzeuger erweisen, wihrend wir vor-



28 Nr. 5. C. JugL:

ausgesetzt haben, dass die Ebene = von C* keinen Erzeuger
enthalt.

Wenn nun A auf der Kurve die Multiplizitit r, und B
die Multiplizitit s hat, dann muss man also haben

r--s=n.

Es fragt sich nun, ob r und s alle mit dieser Bedingung
vertriglichen Werte annehmen kénnen. Wir wissen in diesem
Augenblick nur, dass es die zwei Moglichkeiten gibt: ent-
weder gehen aus den zwel Punkten A und B keine Tan-
genten an C*, oder auch aus dem ecinen Punkt, sagen wir
A, Tangenten, wihrend aus B keine Tangente an C* geht.

Wir wollen erst die letztere Moglichkeit in Betracht
2iehe11. Es kommt hierbei, wie wir fortwiihrend erértert
haben, darauf an, die Kurve C® so zﬁ bestimmen, dass sie
von jedem durch A und B gehenden Kegelschnitt in hoch-
stens 7 und mindestens n—2 Punkten geschnilten wird., '

Eine durch A gehende Tangente mdoge einen Bogen o
der Kurve in einem Punkt M berihren. Wir wollen nun
den Nachweis fithren, dass diese Tangente ausserhalb A
und M keinen weiteren Punkt mit der Kurve gemein haben
kann, wenn €® von M.I. ist. Denken wir uns nimlich,
N sei ein weiterer Schnittpunkt. Die Gerade BN schneidet
iiberall, und die Gerade AN ausserhalb M, die Kurve unter
einem endlichen Winkel — Vorausgésetzt, dass tiberhaupt
neue Schnitipunkte auftreten. Daraus folgt, dass, wenn man
das Geradenpaar (AN - BN) durch eine Hyperbel ersetzt,
welche dem Geradenpaar hinreichend nahe liegt, dann diese
mit der Kurve ebensoviele Punkte gemein hat, wie das
Geradenpaar, wenn man, wohl zu bemerken, nur jene
Punkte in Betracht zieht, welche nicht in unmittelbarer
Nihe von M und N liegen.
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Wir betrachten nun die Kegelschnitte, welche durch 4, B
und N gehen und zugleich in dem letztgenannten Punkt die
Kurve beriithren. Jeder solche Kegelschnitt wird durch einen
neuen fiinften Punkt M; bestimmt. Wihlt man diesen in
AN — ausserhalb A und N — erhélt man das oben ge-
nannte Geradenpaar; wéhlt man M, hinreichend nahe an AN
— nicht in unmittelbarer Nihe von A4 und N — erhalt

H, Hz

Fig. 3. Fig. 4.

man eine dem Geradenpaar beliebig nahe liegende Hyperbel.
Wir wihlen nun M; auf dem Kurvenbogen ¢ und nahe
an M (siehe Fig. 3). Die hierdurch bestimmte Hyperbel H,
muss dann noch einen in der Nihe von M liegenden Punkt
mit dem Bogen « gemein haben und hat also in der Nihe
von M und N mit der Kurve vier Punkte gemein, von
welchen zwei in N fallen.

Wihlen wir aber M, wieder in der Nihe von M, aber
jetzt so, dass M; und der Kurvenbogen o« auf verschiedenen
Seiten von AN liegen, dann erhilt man eine Hyperbel H,,
welche in der Ndhe von M keinen Punkt mit der Kurve
gemein hat. Die Hyperbel berihrt die Kurve in N, aber
man kan H, in einen Biischel, mit A und B als zwei der
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Basispunkte, einlegen und in diesem Biischel eine neue
Hyperbel H,” bestimmen, welche H, beliebig nahe liegt, und
welche weder in der Nidhe von M noch in der Nihe von
N Punkte mit der Kurve gemein hat (siehe Fig. 4).

Die eine der zwei gefundenen Hyperbeln schneidet also in
vier Punkten mehr als die andere, was unmdglich ist,
wenn jeder durch A und B gehende Kegelschnitt die Kurve
in n oder in' n—2 Punkten schneiden soll.

Wenn also die Kurve C® die verlangte Eigenschaft haben
soll, dann kann ein Punkt N gar nicht vorkommen, d. h.
es muss 4 ein mechrfacher Punkt von der Ordnung n—2
und B deshalb ein gewdhnlicher Doppelpunkt sein.

Wir bemerken noch, dass aus A eben zwei Tan-
genten £ und f, gehen, welche ausserhalb A beriihren. Eine
Gerade m, welche A mit einem Kurvenpunkt M; verbindet,
schneidet néimlich noch in einem und nur einem Punkt M,,
und die Verhiltnisse in der Nihe eines Berfihrungspunktes
(oder einer Spitze) M ergeben, dass M; und M, in entgegenge-
setztem Sinn auf C* laufen; M; und M, werden deshalb zwei-
mal zusammenfallen, d. h. auf derdoppelten Leitlinie
der Fliche finden sich zwei pinch-points. Diese
Punkle sind die Schnittpunkte von b mit den Ebenen (af))
und (at,). »

Jetzt kénnen wir den umgekehrten Satz aufstellen:

Jede Regelfliche n-ter Ordnung mit einer (n—2)-
fachen und einer doppelten Leitgeraden ist, wenn
die letztere zwei Grenzpunkte, die erstere aber
keine solche hat, immer von Maximalindex.

Die zwei Grenzpunkte auf der doppelten Leitlinie b zer-
legen diese in zwei Strecken; durch einen Punkt der einen
Strecke gehen zwei, aus einem Punkt der anderen kein
Erzeuger. Wir legen nun durch eine beliebige Gerade I eine
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Ebene w, welche b in einem Punkt B schneidet, durch den
kein Erzeuger geht. Die Schnittkurve von g mit der Fliche
F* hat im Schnittpunkt A mit der anderen Leitlinie a einen
(n—2)-fachen Punkt, sie geht aber nicht durch B; wir
wissen nur, dass aus B keine Tangenten an C* gehen. Wir
zerlegen nun die Kurve in Pseudozweige ¢, welche von A
ausgehen. Jede von diesen wird unpaar sein. Die Ge-
rade BA hat ndmlich ausserhalb A und B keine Punkte
mit (" gemein, und sie kann in 4 an einem Zweig ¢ keine
Stiitzgerade sein; ans B gehen namlich keine Tangenten an
¢, und die Zahl der aus einem Punkt an einen Zweig gehen-
den Stiitzgeraden muss paar sein. Die Gerade BA schneidet
also ¢ in einem und nur einem einfach zu zihlenden Punkt
A, so dass ¢ unpaar sein muss. Die Kurve C* ist also aus
n—2 von A ausgehenden unpaaren Pseudozweigen zu-
sammengesetzt und hat also mit jeder Geraden mindestens
n—2 Punkte gemeinsam.

Wir haben nun zweitens die Mdglichkeit in Betracht
zu ziehen, dass weder aus A noch aus B Tangenten an C®
gehen, welche ausserhalb A und B berithren (womit auch
ausgeschlossen werden soll, dass eine in A oder in B be-
riihrende Tangente eine Wendetangente ist). Jede durch A
gehende Gerade m schneidet, wie wir gesehen haben, in
n—r = s Punkien ausserhalb A (wobei ein Nachbarpunkt
zu A als ein von A verschiedener Punkt betrachtet werden
soll). Schneidet m die Kurve in M, M, ... M, dann miissen
alle diese Punkle auf C® in demselben Sinn laufen, denn
teils kann die Anzahl nicht gedindert werden, leils kénnen
zwel derselben nicht zusammentallen.

Wir wollen erst nachweisen dass ¢ ausserhalb 4
und B keine Doppelpunkie haben kann. Nechmen

wir nimlich an, dass C" in C einen Doppelpunkt hat.
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Wenn dann ein Punkt M; in einem bestimmten Sinn einen
der durch C gehenden Bogen durchlaiift, dann miissen der
obigen Bemerkung zufolge die gegen C laufenden Schnitt-
punkte, M und M", der Geraden AM, und BM; mit dem anderen
durch € gehenden Bogen beide in demselben Sinn laufen; das
analogewiirde auch gelten, wenn € ein mehrfacher Punktwire.
Das fordert aber, dass die Punkte A und B nicht durch die
Tangenten in C getrennt sind (siche Fig: 5). Wir kénnen
nun, ohne die Allgemeinheit ein-
zuschrinken, annehmen, dass die
Schnittpunkte P und Q der Tan-
genten.in € mit der Geraden AB
auf der endlichen Strecke AB

legen, und es mdgen die Punkte
APQB eine Folge bilden. Wir
nehmen nun zwei Punkte A" und B’, welche A und B beliebig
nabe, und zugleich auf den Strecken AP bzw. QB liegen,
und bestimmen eine durch A und B gehende Hyperbel H,
welche CA" und CB' als Asymptoten hat, und also diesen
Geraden beliebig nahe liegt. Diese Hyperbel hat in unmittel-
barer Nihe von € keine Punkte mit C* gemein und sonst
ausserhalb. A und B nur Punkte, welche den Schnittpunkten
von (" mit dem Geradenpaar (CA CB) beliebig nahe liegen
{siehe Fig. 6). A

Wir kénnen aber auch zwei andere Punkte 4”7 und B
nehmen, welche 4 und B beliebig nahe liegen, jedoch nicht
auf den Strecken AP und QB. Eine durch 4 und B gehende
Hyperbel H” mit CA” und CB” als Asymptoten hat in un-
mittelbarer Nihe von C 4 Punkte mit C* gemein, und sonst
ausserhalb A und B nur Punkte, welche den Schnittpunkten
von C® mit H' beliebig nahe liegen (siehe Fig. 7).

Die Kegelschnitte H und H'' haben also Punkte mit
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C™ gemein, deren Anzahl um 4 differieren, was nicht zu-
lassig ist.. Wir haben also gefunden, dass unsere Leit-
kurve C* ausserhalb A und B keine Doppelpunkte
haben kann.

Die Punkte A und B sind mehrfache Punkte von

den Ordnungen r bzw. s, wo r+s = n, und wir denken

B A
B’ g P 4
Fig. 6. Fig. 7.

uns r>s>1, Wir zerlegen nun wie im vorigen Fall die
Kurve von 4 aus in Pseudozweige, und auf jedem von
diesen muss A ein Winkelpunkt sein. Wenn namlich die
Anfangstangente und die Schlusstangente eines Zweiges in
A zusammenfallen, ohne dort eine Spitze zu bilden, dann
wird der Pseudozweig ein volligstetiger Zweig sein, den wir
far sich betrachten, sodass C" als zerfallen betrachtet wird.

Weil r>s, gibt es wenigstens einen von A4 ausgehenden
Psendozweig ¢, welcher nicht durch B geht. Die Gerade BA
kann fiir ¢ keine von B ausgehende Stiitzgerade sein, denn die
Zahl der aus einem Punkt B gehenden Stiilzgeraden muss
immer paar sein, aus B geht aber keine eigentliche Tangente
an ¢, und ¢ hat ausser A keinen anderen Winkelpunkt.
Der Schnittpunkt A von BA mit ¢ muss deshalb als ein ein-
facher Schnittpunkt gerechnet werden, und die Gerade hat
ausser A und B keine weiteren Punkte mit C* gemein. Hieraus

folgt, dass g unpaar sein muss. Den Winkelpunkt in A kann
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. VI, 5. 3

\
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man beliebig wenig abrunden, und hierdurch wird keine neue
Doppeltangente geschaffen, da aus A keine Tangenten an
¢ gehen. Die abgerundete Kurve ist also eine unpaare Kurve
ohne Doppelpunkte, Doppeltangenten und Spitzen, also eine
Kurve dritter Ordnung, und das bleibt auch bestehen, wenn
die Abrundung aufgehoben wird.

Jetzt kdénnen wir endlich den Nachweis fithren, dass B
auf C* ein einfacher Punk!t sein muss. Erstens sehen wir,
dass B kein mehrfacher Punkt anf einem von A ausgehen-
den Zweig ¥ sein kann. Wenn ndmlich B ein mehrfacher
Punkt auf v wire, dann kénnte man noch ¥ von B aus
in (wenigstens zwei) Pseudozweige zerlegen, und von diesen
kénnte nur einer durch A gehen, da A ein einfacher Punkt
auf v ist. Ein anderer nicht durch A gehender Zweig miisste
unpaar sein — was man ganz wie oben sieht — und diese
wiirde einen der frither genannten micht durch B gehenden
Zweige ¢ in wenigstens einem von A und B verschiedenen
Punkt treffen, was ausgeschlossen ist, da C® ausserhalb
A und B keine Doppelpunkte haben darf.

Es kann also B nur dann ein mehrfacher Punkt sein,
'wenn mehrere von A ausgehende Pseudozweige sich in B
schneiden. Ein solcher Zweig 1, muss aber paar sein, denn
die Gerade AB schneidet jedenfalls 1, nur einmal in B, und
die Gerade BA kann keine von B ausgehende Stiitzgerade
sein, weil durch B keine andere (ausserhalb B beriihrende)
Stiitzgerade an 1y geht, so dass auch A ein einfacher
Schnittpunkt von BA mit w3, -ist. Rundet man nun Yy in
A ab, dann wird er eine paare Kurve ohne Doppelpunkie,
Doppeltangenten und Spitzen. Diese wird also eine Kurve
zweiter O_rdnung sein, und das kann nicht gedindert werden,
wenn die Abrundung aufgehoben wird (weil aus 4 keine
Tangenten an 4, .gehen). Jeder andere von. 4 ausgehende
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und B enthaltende Pseudozweig muss auch zweiter Ordnung
sein. Zwei Kurven zweiter Ordnung, welche zwei und nur
zwel Punkte miteinander gemein haben, werden aber immer
Tangenten miteinander gemein haben, und das ist hier
ausgeschlossen. Es kann also nur ein von A ausgehender
Psendozweig durch B gehen, und B muss ein einfacher Punkt
der Kurve sein; hieraus folgt, dass A ein (n—1)facher
Punkt ist.

Wir haben im obigen r>s vorausgesetzt. Wenn nun
r = s, dann hat man erstens die Méglichkeit, dass alle von
A ausgehenden Pseudozweige ¢ durch B gehen. Diese Zweige
sind dem obigen zufolge zweiter Ordnung, und das ist wie
oben gesagt unmdaglich, wenn C* von M. I. sein soll. Wenn
aber nicht alle Zweige ¢ durch B gehen, dann muss B
mindestens auf einem der von A ausgehenden Pseudozweige
-— sagen wir ¥ — ein_mehrfacher Punkt sein. Ein von
B ausgehender und nicht durch den auf i einfachen Punkt
A gehender Pseudozweig von i muss — wie man ‘ganz
wie frither sieht — unpaar sein und demnach in einem
Schnittpunkt mit einem Zweig ¢ einen ausserhalb 4 und
B liegenden Doppelpunkt von C* gehen, was ausgesch‘lossén
ist. Wenn wir also den trivialen Fall » = s = 1 auslassen,
dann ist r = s nicht moéglich.

Wir haben also gefunden, dass wenn sich auf den Leit-
Iinien kein Grenzpunkt findet, die eine Leitlinie (n—1)-
fach, die andere einfach sein muss. Umgekehrt ‘sehen
wir nun auch leicht:

Eine Regelfliche n-ter Ordnung mit einer Leit-
geraden -(n—1)-ter Ordnung und einer einfachen
Leitgeraden ist, wenn keine Grenzpunkte vorhan-
den sind, immer von Maximalindex.

Es wird hier das einfachste sein, durch einen Erzeuger
3%
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m der Fliche F" eine Ebene u zu legen. -Diese schneidet
£ in einer Kurve C*"—1, welche (n— 2)mal durch den
Schnittpunkt 4 mit der (n— 1)fachen Leitlinie a, aber nicht
durch B geht.'Die Gerade AB schneidet in diesem Fall die
Kurve C"—' ausser in A noch in einem Punkt C. Man sieht
nun ganz wie frither, dass jeder von A ausgehende nicht
durch C gehende Psendozweig ¢ unpaar sein muss, wihrend
der Pseudozweig 1, der durch C geht, paar sein muss, noch
zumal so, dass er zweiter Ordnung ist; hitte nimlich eine
Gerade mehr als 2 Punkte mit ¢ gemein, wiirde sie mit
C*—! mehr als 24 (n—3) = (n— 1) Punkte gemein ha-
ben. Wir sehen auch in derselben Weise, dass C*—! keine
Doppeltangenten haben kann: eine Gerade z. B., welche
und zugleich einen Zweig ¢ beriihrt, wiirde mindestens
2434+ (n—4) = n+1 Punkte mit C*—1 gemein haben.
Es ist also C*~! und somit auch F* von Maximalindex.

Es eriibrigt noch die Existenz der gefundenen
Fliachen darzutun.

"Es ist nicht schwierig zu beschreiben, wie eine zu be-
nutzende ebene Leitlinie 7~ fir eine F® von M. 1. zu
konstruieren sei. Man wird von einer (algebraischen oder
nicht algebraischen) Kurve dritter Ordnung mit einer Dorn-
spitze ausgehen, deren Tangenten miteinander héchstens
einen klein zu wéhlenden Winkel ¢ miteinander bilden.
Diese drehe man um einen Punkt A der Kurve einen Win-
kel, der etwas grisser als 2 ¢ ist, und verbinde danach die
durch A gehenden Bodgen passend miteinander. Dies( ge-
nauer auszufiihren, hat wohl nur wenig Wert, und wir
wollen uns im folgenden an die algebraischen Kurven halten.
Wir wissen von vornherein, dass Regelfliichen F" von
M. L. far n = 4 vorhanden sind. Es kommt also nur dar-

auf an, nachzuweisen, dass, wenn eine solche Flache n-ter
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Ordnung vorhanden ist, dann auch eine ebensolche Fliche
von der nichst hoheren Ordnung existiert. Dem obigen
zufolge ist dabei nur nétig, eine passende ebene Leitkurve
zu bestimmen, wonach die zwel Leitgeraden leicht anzu-
geben sind.
- Nehmen wir erst eine Kurve €%, die in einem Punkt 4
einen (n— 2)fachen Punkt hat, aus welchem zwei Tangenten
an C" gehen. Zugleich wissen wir, dass es in der Ebene der
Kurve einen Punkt B gibt, der nicht in .C® liegt, and aus
welchem keine Tangenten an (. gehen. Wir applizieren
eine involutorische quadratische Transformation erster Artl
mit A, B und einem in der Kurve gewéhlten neuen Punkt C
als Hauplpunkte. Dadurch geht C* in eine Kurve G2+ iiber.
Diese hat in A einen (n-— 1)fachen Punkt, aus welchem zwei
Tangenten an C"*! gehen, und aus B geht keine Tangente
der Kurve, welche ausserhalb B befﬁhrt, Wobei doch zu
bemerken ist, dass B ein Punkt von Cm+1 ist, weil die Ge-
rade AC ausserhalb A und C noch einen Punkt D mit C* ge-
mein hat. Aber wir kénnen davon ausgehben, dass B kein In-
flexionspunkt auf C**' ist, weil wir voraussetzen kénnen,
dass die Tangente in D nicht durch B geht. Deshalb wird
es in der Nahe von B Punkte By geben, welche nicht auf
Cttt liegen, sondern auf der konkaven Seites des durch B
gehenden Bogens von C"*! aus welchen auch keine Tangen-
ten an C**' gehen. Man kann deshalb C**+' als Leitkurve
einer F# von M. L. benutzen in Verbindung mit zwei Leit-
géraden, von welchen die eine durch A, die andere durch
einen Punkt B, geht.

Nehmen Wir endlich eine Kurve €™ !, welche in
A cinen (n—2)fachen Punki, und in deren Ebene

! D. h. wo jedem.Hauptpunkt dic Gegenseite des Hauptdreiecks
entspricht.
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“ausserhalb der Kurve ein Punkt B Hegt, aus welcheny
keine Tangente an C"~1 geht. Wir applizieren wieder
ganz wie im vorigen Fall eine involutorische quadratische
Transformation erster Art mit A, B und einem Punkt C;
der ausserhalb C"—! gewiihit wird, als Hauptpunkte. Da-
durch geht C*—' in eine C" {iber, in welcher A ein n—1-
facher Punkt ist, indem wir € noch so gewahlt haben,
dass C*~! von BC in (n—1) Punkten geschnitten wird.
Aus A gehen keine Tangenten (welche ausserhalb 4 be-
rithren), und aus B geht keine Tangente, welche ausser-
halb B berthrt. Aber B liegt auf C*. Man kann jedoch
auch hier davon ausgehen, dass B kein Inflexionspunkt auf
C™ ist; man kann deshalb wie oben in der Néahe von B und
ausserhalb C" einen Punkt B, finden, so dass aus By keine
Tangente an " geht. Abér dann ist eine gesuchte Kurve '
C* gefunden.

§ 7.

Uber Flichen von Maxima]index, welche nicht
Regelflachen sind.

‘Die ganze Frage von der Bestimmung der Flichen von
M. L ist selbstverstindlich nicht durch Behandlung der
Regelﬂé’tchen abgetan.

Aber, wie es scheint, spielen doch die Regelfliichen eine
besondere Rolle. ’

Erstens kommen die abwic_kelbaren" Fliachen, wenn man
von den Kegelflichen absieht, nicht in Betracht. Eine Ebene
wird némlich die Flache in einer Kurve schneiden kdnnen,
welche mehr als eine Spitze hat, was nicht angeht. »

Was die allgemeine Fliche betrifft, so erinnere man sich;,
dass mehrfache Linien geradlinig sein mtissen, was schon
das Gebiet der brauchbaren Flichen wesentlich beschrinkt.
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Wir wollen nun die irreduktiblen Fliachen vierter
Ordnung von M. I. bestimmen, welche nicht geradlinig sind.

Eine ebene Kurve vierter Ordnung von M. L. muss., wie
wir in § 1 gesehen haben, wenigstens einen Doppelpunkt
haben. Eine irreduktible Fliche vierter Ordnung von M. 1.
muss also wenigstens eine Doppelgerade und hdchstens
drei solche haben — auch wenn man an eine nicht al-
gebraische Fliche denkt.

. Nehmen wir erst eine Flache mit einer Doppelgeraden.
Alle ebenen Schnitte derselben miissen aus zwei véllig
getrennten Kurven dritter Ordnung zusammengesetzt sein.
Nach derjenigen Auffassung der Irreduktibilitidt, welche in
dieser Arbeit benutzi wird, ist diese Fliche nicht irreduk-
tibel und kommt also nicht in Beiracht. .

Wenn die Fliche zwei Doppellinien a und b hat, dann
ist die Flache eine Regelfliche, wenn die Geraden windschief
gegeneinander liegen. Wenn sie sich aber schneiden, dann ist
die Fliche eine F* mit einem zerfallenien Doppelkegelschnitt,

Diese Fliche kann, wenn algebraisch, immer durch zwei pro-
jekiive Biischel von Flachen zweiter Ordnung erzeugt werden.
Betrachtet man nun zwei projektive Biischel von Flachen
vierter Ordnung, welche alle durch einen festen zerfallenen
{oder nicht zerfallenen) Kegelschnitt abgehen, dann werden
die Ebenen, welche durch jene Kegelschniite gehen, worin
sich entsprechende Fléachen, ausser in (ab), schneiden,
einen immer reellen Kegel einhiillen. Die Erzeuger dieser
Kegelfliche sind entweder Doppeltangenten der Fléche,
oder auch haben sie keine Punkte mit der Fliche gemein;
beides macht es aber unmdéglich, dass die Fliche von M. L.
sein kann.!

! Eine rein geometrische Theori dieser Fliche siehe z. B. Tidsskrift
f. Matematik 1880, p. 81—108; 113—121.
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Nehmen wir nun eine Fliche mit drei Doppellinien.
Wenn diese alle zusammenfallen, oder auch wenn nicht
alle drei durch denselben Punkt gehen, ist die Flache
(wenn keine Kegelfliche) eine Regelfliche. Es miissen also
die drei Geraden durch einen Punkt gehen. Ist die Flache
algebraisch, dann wird schon hierdurch die Fliche als
eine Steinersche Fliche charakterisiert. Aber auch wenn
die Fliche nicht algebraisch, aber von M. L. ist, wird sie
von jeder ihrer beriihrenden Ebenen in einer C* von M. L
mit vier Doppelpunkten, also in zwel Kurven zweiter Ord-
nung geschnitten.

Die Flache ist deshalb eine verallgemeinerte Steinersche
Flache.

Eine Steinersche Fliche (ob »erweitert« oder nicht) hat
keine andere Doppeltangenten als Gerade, welche in einer
»Tropenebene« liegen, d. h. in einer jener Ebenen, welche die
Fliche einer Kurve zweiter Ordnung entlang beriithren. Wenn
also diese Ebenen nicht (als reelle) existieren, dann hat die
Flache keine Doppeltangenten. Jede Ebene, welche die Flache
nicht bertihrt, schneidet also dieselbe in einer Kurve .vierter
Ordnung ohne Doppeltangenten. Eine solche Kurve muss
aber von M. I. sein. Wir haben also gefunden:

Die einzige irreduktible algebraische Fliche
vierter Ordnung von Maximalindex, welche keine
Regelfldche ist, ist eine Steinersche Fliche ohne
Tropen.

Die allgemeiue Frage lasse -ich dahingestellt sein. Aber
‘durch Zusammensetzung der in dieser Arbeit gefundenen irre-
duktiblen Flichen wird man jedenfalls neue reduktible her-
stellen konnen.

Forelagt paa Mpdet den 25. April 1924,
Feerdig fra Trykkerict den 29. November 1924,





