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AVANT-PROPOS

ans un Mémoire qui paraitra prochainement, je I'espére,
D jai développé les fondements d’'une théorie générale
des équations de LAGRANGE, fondementls qui sont indis-
pensables pour le calcul d'une table des solutions des
équations susdites.

Dans le Mémoire qué j'ai U'honneur de présenter au-
jourd’hui 4 I'Académie Royale, jétudie certaines classes
d’équations de LAGRANGE de formes spéciales, mais néan-
moins d'un caractére assez général pour donner des éclair-
cissements essentiels sur la nature des équations susdites,
éclaircissements qui sont frés désirables, parce qu’il n’existe
que des lraces, lrés rares et souvent frompeuses, dune telle
théorie.

La premiére Partie du présent Mémoire est consacrée
3 I’étude d’une classe de nombres fort intéressants, savoir

les sommes de deux carrés premiers enire eux:

(D a=p*+ ¢,
pour lesquels I'équation de FERmAT
(2 —ay? = —1

n’est pas résoluble. Ces nombres semblent étre restés in-
apercus jusqu’ici.
On dit généralement que, malgré les recherches de di-

vers géométres, on ne connait pas encore complétement la
v i



4 Nr. 4. NIELS NIGLSEN:

condition nécessaire et suffisante que doit satisfaire la base
a, pour que l'équation susdite soit résoluble.

Or, les résullats que jai obtenus semblent indiquer,
par leur grande diversité, que 1'établissement de cette con-
dition suffisante et nécessaire est un probléme extréme-
ment difficile, évidemment irrésoluble, 3 moins que l'on
ne ftrouve des méthodes beaucoup plus profondes que
celles appliquées jusqu’ici.

Remarquons, en passant, que, parmi les 243 bases de
premiére espéce inférienres 4 1500, on trouve 44 couples
de la forme ' ' '

3 4a+1, 4a+5,

et le produit de ces deux nombres est toujours une base
de seconde espéce.

Remarquons encore que les nombres de la forme (1)
sont les seules bases de seconde espéce, pour lesquelles des
équations de la forme

@) v —av*=w, v—av' = —ow

sont simultanément résolubles, et qu’il existe, pour cha-
cune de ces bases, une infinité de nombres @ qui permet-
tent de résoudre les deux équations susdites.

Dans les Tables jointes au présent Mémoire, je donne
des éclaircissement numériques concernant les 41 bases de
seconde espéce inférieures a 1500, savoir leur décomposition
en facteurs premiers, en somme de deux carrés et, d'aprés
les Tables de Decen' et de Cavrey? leurs développe-
ments en fractions continues, ' '
~ Et, chose curieuse, pour 17 de ces 41 nombres, on

1 Canon Pellianus, Copenhague 1817.

2 Report of the British Association for the advancement of Science
1898.
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trouve immédiatement, a l'aide des nombres p et g qui
figurent dans la décomposition (1), une solution de I'équa-
tion indéterminée

(5) P —av? =a—1,

pour la base 221 méme deux solutions de I'équation

u®—221 % = 220.

De plus, il est facile de démontrer qu’il existe une in-
finité de bases de seconde espéce de la forme (1) qui pos-
sédent la ‘méme propriété.

La seconde Partie de mon Mémoire est consacrée a

I'étude des équations
(6) — (e + 1) = + o,

olt &« est un positif entier quelconque. J’ai réussi a déter-
miner, quel que soit «, la plus pelite valeur de o, pour
laquelle 1’équation susdite soit résoluble, et & démontrer
que Véquation (6) est, pour cette valeur minimum de m,
toujours du genre 2.

Soit, dans (6), « un nombre pair, cette valeur mini-
mum est toujours déterminée par

0w = 2«a,
de sorte que I'éguation

(7 B — (e + 1) = +2a
est toujours du genre 2, tandis que cette autre équation
(8) St — (P 1) = 4 af,

obtenue de (7) par Vopération itérative est, pour une in-
finité des valeurs de «, au moins du genre 4.

Dans la troisiéme Partie, je donne des généralisations
des formules de CAYLEY et j'expose les propriétés curieuses

des nombres 4 tirés de I’équation de FERMAT

2r+1°?
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2 2 __. [ A&
(9) Am - aBm - ( 1) 4

olt Péquation de LAGRANGE
(10) w—av? = (— 14

est supposée résoluble.

Quant a la quatridme DPartie, elle contient des re-
cherches sur diverses équations de LacraNgE de formes
spéciales, et je donne par exemple la solution compléte de
I'équation
an (e-+Du—(e—1D2* =2,

ol « est un nombre pair quelconque.

Copenhague, le 9 février 1923.
NieLs NIELSEN.
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PREMIERE PARTIE

Sur les sommes de deux carrés.
I. Bases de seconde espéce.

LAGRANGE, dans sa résolution ingénieuse de I'équation
de FERMAT, a proposé a4 la postérité un probléme {rés
difficile, probléme qui est évidemment encore trés éloigné
de sa résolution compléte, savoir:

Trouver la condition nécessaire et suffisante
qui doit &tre remplie par la base a, pour que
I'équation indéterminée
Q) ' —ay® = —1

soit résoluble en positifs entiers.
En effet, abstraction faite de certaines régles, plus ou
moins spéciales?, on sait que I'équation (1) est toujours

résoluble pour
2 a=@k+1)¥", a=a®+1, a= Qa+1)2+4,

olt 4k 1 est un nombre premier, tandis que « est un
positif entier.
De plus, on sait que, dans 1'éguation (1) supposée ré-
soluble, a doit étre ou impair ou de la forme 4 k42, et
1 Voir par exemple G. LEieuNE DrricHLET, dans les Abhandlungen
der Koniglich Preussischen Akademie der Wissenschaften 1834, p. 649—

664; Werke t. I, p. 219—236; J. SoMMER: Vorlesungen liber Zahlentheorie,
p. 167; Leipsic 1907.
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que tous les facteurs premiers impairs de a sont néces-
sairement de la forme 4k 1; c’est-d-dire que a est tou-
jours, dans l'équation résoluble (1), la somme de deux
carrés premiers entre eux.

Or, il est facile de voir que cette condition nécessaire
n'est pas suffisante aussi, ce qui est mis en pleine lumiére
par la proposition:

I. L’équation indéterminée

(2) (x\—l‘vl)z F(x—1)?2=y>—2

admet une infinité de solutions en positifs entiers.
Remarquons que l'équation proposée se présente sous

la forme
22% = y2—14,

il est évident que x et y sont tous deux pairs. .Posons done

(3) x=2a, y=2w»,
il résulte
ey vP—2u? =1,
ce qui donnera

v=A,, u= By,

ol nous avons posé généralement, quel que soit I'indice m,

(5) ' A% —92B? = (—1)",

m m
de sorte que nous aurons finalement, comme solution gé-
. nérale de l'équation (2),
(6) x=2B,, y=24,.

Or, la proposition I donnera comme corollaire ceite
autre:
" II. La somme de deux carrés, premiers entre

eux,
(N (2 an 4+ 12+ (2 BZH—— 1)?
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est toujours, quel que soit 'indice n, une base de
seconde espéce.

On voit que les premiers des nombres de la forme (7)
deviennent

34 = 5243 = 62—2, 1154 = 252123 = 342—2
39202 =1414+-139>=198—2, 131714 = 8172}-8152=11542—2,

Etudions maintenant, & un autre point de vue, les bases
que nous venons de mentionner.

A cet effet, supposons tout d’abord que a soit une base
de premiére espéce, savoir que I'équation (1) soit résoluble,
LEGENDRE a remarqué que les deux équations de. LAGRANGE

(8) —av?=w, B—a®=—0n

sont nécessairement en méme temps résolubles ou non.

Or, cette condition suffisante pour la résolubilité simul-
tanée des deux équations (8) n’est pas nécessaire, car il
est facile de démontrer le théoréme général:

III. La condition suffisante et nécessaire pour
la résolubilité simultanée des équations de la
forme (8) est que la base a soit la somme de deux
carrés premiers entre eux. ‘

Pour mettre en pleine lumidre cette propriété remar-
quable des sommes de deux carrés, nous avons i démon-
trer les deux lemmes suivants:

IV. Supposons résolubles les deux équations
(8), la base a est nécessairement la somme de
deux carrés premiers entre eux.

En effet, désignons par (u, v) respectivement (u, v,)
une solution quelconque de chacune des équations sus-
dites, supposées résolubles, il résulte

9 (uwy & avv)®*—a (ue, + uw)® = — o
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Soit ensuite f le plus grand commun diviseur des deux
nombres
un, + (— VDfawve, wv, +(— 1m0,
f est aussi le plus grand commun diviseur et de u et w et
de v et w. Supprimons donc, dans l'équation correspon-
dante (8), le facteur f%, commun aux deux membres de
cette équation, il résulte une égalité de la forme

ctz—a,gz = #a)%,

ol o et w; sont premiers entre eux, ce qui donnera

af’ = o® o,
donc a est nécessairement la somme de deux carrés pre-
miers entre eux.

V. Soit la base a une somme de deux carrés
premiers entre eux, il existe une infinité de va-
leurs de w, telles que les équations (8) sont toutes
deux résolubles.

Quant a celte proposition, M. G. RascH m’a communi-
qué la démonstration suivante:

Posons s s

a=ptq,
ot p el ¢ sont premiers entre eux, nous aurons, quels que
soient les positifs entiers « et g, '

(10) a(e®+8) = (peLq®*+(pBrqa),

et il est possible de déterminer « et 8 tels que les deux
nombres

petqB, pfqe
soient premiers entre eux, ce qui a par exemple lieu pour
p—qo ==x1

et cette équation indéterminée est toujours résoluble, ce qui
donnera, en vertu de (10),
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(11) a(@®+8) =,»+1,
et le nombre
vy =pa+qp
est certainement premier avec ci, «, 8.
Posons ensuite
(12) w = aB®—1,
il est évident que les équations

(13) —av =w, —a=—o

sont toutes deux résolubles, ayant respectivement les so-
lutions (7, «) et (1, A).

II. Sur la nature des sommes de deux carrés.

On voit que les propositions I et IT de l'article précé-
dent donnent immédiatement cette autre:

I[. I1 existe une infinité de bases de seconde
espéce qui sont la somme de deux carrés, pre-
miers entre eux.

Or, il est facile de donner plusieurs auires classes de
telles bases, comme le montrent clairement les propositions
suivantes:

II. I’équation indéterminée

(1) 4 Qr1)? =y 2

admet une infinité de solutions en positifs entiers.

En effet, on aura, en vertu de (1),
ba®+4x = py>+1,
ou, ce qui est la méme chose,

— 559
@ v 2—[—]{50_1]1—_9,

de sorte qu'il s’agit tout d’abord de résoudre I'équation de
LAGRANGE
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(3) -5y =9,

Or, b n’étant pas résidu quadratique de 3, cette équa-

tion n’est résoluble, &4 moins que z et y ne soienlt tous
deux multiples de 3. Soit donc
z=3u, y= 3w,

il résulte, en vertu de (3),

“) : w—s0t =1,
ce qui donnera
(5) u= Azn’ v = B2n’

ol 'on aura, quel que soit l'indice m,
(6) A2 —B5B = (—1D".

Cela posé, reste encore a déterminer l'indice n qui figure
dans les formules (5), tel que a devienne un positif entier,
ce qui exige, en vertu de (2), que

34,—2

Tr = J—

5

soit un nombre entier.
Or, les premiéres solutions de 1'équation (8) étant

2,1, 9,4, 38,17),....,
on aura '

de sorte qu’il résulte, en vertn des formules récursives de
LAGRANGE,

4, =9"= (1" (mod 5),
ce‘qui donnera

34, —2=(—1)"3—2 (mod 5);

2n
c’est-d-dire que l'on aura généralement

" 3A —2=0 (mod 5),

4n—2
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quel que soit le positif entier r; donc la solution générale
de I'équation proposée se présente sous la forme
92

34, ,—2
(7) . xn = H5?‘,’ yn = 3B4n—~2‘

Cette proposition démontrée, nous avons a revenir aux
bases générales de seconde espéce qui sont la somme de
deux carrés premiers entre eux, savoir

a = a’+ g%
nous savons deés a présent que a doil toujours contenir
au moins deux facteurs premiers inégaux. Quant aux bases
de premiére espéce, nous avons tout d’abord & démontrer
le lemme fondamental:

III. Soient les trois nombres a, b, ¢, pris deux
4 deux, premiers entre eux, lI’équation indéter-
minée
(®) (a®+ b)) (2 - y?) = 2+ 2
admet une infinité de solutions en positifs entiers
de x, y, z.

On voil, en effet, que I'équation proposée n’est autre

chose que celle-ci
(ax &= by)* + (ay F bx)* = 2+,

de sorte que 'on aura a déterminer x et y, tels que

¢)) ar+ by = +ec,
ce qui donnera
(10) - ayTbr =Lz

Soit maintenant « et 4 une solution quelconque de I'é-
quation indéterminée (9), toujours résoluble, les valeurs
générales de x et y se présentent sous la forme

(11) x=|a+bk|, y=]|8+ak|,
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on k est un nombre entier quelconque; donc on aura, en
vertu de (10),

(12) z = |af-+bea-+Lk(a®+bY|.

Cela posé, il est évident que la formule (8) donnera
immédiatement plusieurs propositions intéressantes con-
cernant les sommes de deux carrés premiers entre eux.

En effet, soit, en premier lien, ¢ = 1, nous aurons:

IV. 1l existe une infinité de bases de premieére
espéce gui contiennent un nombre quelconque
de facteurs premiers inégaux.

V. 1l existe une infinité des bases de premiére
espéce quicontiennent comme facteurs un nombre
quelconque de bases de seconde espéce.

Soit ensuite, dans la formule (8),

a=b=1,
on aura, quel que soit le positil entier e,
2 (e +(a+ 1% = Qa+1)2+1,
ce qui donnera la proposilion, curieuse en comparaison
avec la proposition II de Varticle précédent:
VI. Le double de la somme de deux carrés con-

sécutifs est toujours une base de premiére espece.

Etudions maintenant le nombre
(13) a(a+4) = (a+2)>—14

qui est toujours une base de seconde espéce; c’est pour-
quoi quil est trés curieux, ce me semble, qu’il existe 44
couples de nombres consécutifs de la forme 4k4-1, infé-
rieurs 4 1500, qui sont tous deux des bases de premiere
espeéce, tandis que le produit de ces deux nombres consé-
cutifs est toujours une base de seconde espéce. Et il existe
seulement 243 bases de premigre espéce inférieures a 1500.
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Mais y a-t-il une infinité de tels couples de bases consé-
cutives de premiére espéce?

Ce probléme est peut-étre aussi difficile que le pro-
bléme concernant les couples de nombres impairs consé-
cutifs qui sont tous deux des nombres premiers.

Quant aux nombres (13), il est facile de démontrer la
proposition curieuse:

VII. Il existe une infinité de nombres de la
forme (13) dont le double est une base de pre-
miére espéce.

A cet effet, nous avons & résoudre en positifs entiers
I'équation indéterminée

(14) 20(x+4) =y?+1,
ce qui donnera

ac:—2+l/l€:§,

de sorte qu’il s’agit de résoudre en positifs entiers cette

aulre équation
(15) y'—2z2=—9,

Or, 2 n’étant pas résidu quadratique de 3, 1'équation

P q q q

(15) n’est résoluble 4 moins que y et z ne soient tous deux
multiples de 3.

Posons donc

y=3u, z=3v,

il résulte, en vertu de (15),
16 w—20t=—1,
(
de sorte que nous aurons

u=A v =B

2n—1° 2n—17’

oll nous avons posé, quel que soit I'indice m,

2 2 . m
Am —2 Bm = (_.1)
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done la solution générale de I'équation. (14) se présente.
sous la forme
(17) Ty = 332n+1—2’ Un = 3A217.+1‘

III. Des équations du genre 4.

Revenons maintenant aux équations générales dont la
base, étant la somme de deux carrés premiers entre eux,
est de seconde espéce, nous avons tout d’abord a démon-
trer le lemme fondamental: '

I Supposons résoluble 1"équation de LaGRANGE

€Y u—qo?® = —p°¢,

ol pestunnombre premierimpair, puis désignons
par o un positif entier qui n’est pas multiple de

p, les deux équations
2) W —avt=plow, v?—avt=—p'n

sont en méme temps résolubles ou non.
En effet, supposons résoluble I'équation

3) ul—av? = (—1)pla,
nous ‘aurons, en multipliant (1) et (3),
@) (@ tavw)—a(@pwtuw) = (- 17+ p3ey,
De plus, il résulte, en vertu de (1) et (3),
n?u? —a?? = p¢((—1)7av’ 0 —pfarv? —(—1)7p*¢w)
a (2 —udv?) = p¢((—1)ue + plavd + (— 1) p*¢w)
ce qui donnera les congruences
3 a?u?— a0 =0 (mod p%)
®) { w?vi—ule® =0  (mod p9),
et il est évident quaucun des nombres qui figurent aux

premiers membres de ces congruences ne peut étre divi-
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sible par une puissénce du nombre premier p, plus élevée
que pf. ‘

Remarquons ensuite que les nombres

auy +avey, un—avey

ne sont jamais tous deux multiples de p, parce que leur
somme Zuuy est premier avec p, il existe un exposant s,
tel que 'on aura, en vertu de (3) et (5),
) wy+(Dfave, = pla, wv +(—1Duv, = pfa,
ol ni ¢ ni # ne peuvent étre divisibles par p, de sorte qu’il
ne s’agit que de démontrer que & et # sont premiers entre eux.

A cet effet, supposons que 4 soit un nombre premier
qui divise a la fois « et 8, nous aurons, en vertu de (1)
et (6), o
' pPuy = avB—una, plv,={(—1)(va—up);
c’est-a-dire que 1, étant nécessairement différent de p, doit
étre facteur commun de u; et vy, ce qui est impossible,
parce que I'équation (3) est supposée résoluble.

Quant au nombre premier 2, on aura, au lieu de I, la
proposition analogue:

II. Supposons résoluble I’équation

(7) n?—ao? = — 22

ou ¢ est un positif entier quelconque, puis dé-
signons par o un nombre impair, les deux équa-
tions

(8) w—avt =2, w—a®=—2%

sont en méme temps résolubles ou non.

Remarquons tout d’abord que les valeurs spéciales
o=1, =2
ne présentent aucun intérét, parce que, dans ce cas, a est

nécessairement une base de premiére espéce.
Vidensk. Selsk, Math -fysiske Medd. V, 4, 9
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Soit donc ¢ = 3, et soit I'équation
(9 n2—av? = (—1)?2%
résoluble, on aura en vertu de (7),
(10)  (mu, 4 avv)®—a (uvy 4 uy0)? = (—1)?11 2324,
Or, et v, uy et v, étant des nombres impairs, il existe
un exposant ¢ tel que
ju,— (— 1D avn; | =4k +2, |Juv,—(—1)° 'm0 =41+ 2,
de sorte que les congruences
?ul—a®v’0} =0  (mod 2°)
P —uiv® =0  (mod 27),
tirées directement des équations (7) et (9), donnent
A1) |ua+ (D avw | =2 e, |uv+ (1) u0|=2""8,
ol « et B sont des nombres entiers.
Cela posé, il résulte, en vertu de (10),
(12) e —ag = (—1)0 9,

et 'on démontrera, comme dans le lemme I, que « et 8
ne peuvent jamais avoir un facteur commun qui n’est pas
une puissance de 2, de sorte qu’il s’agit de démontrer que
« et B sont tous deux des nombres impairs.

A cet effet, remarquons tout d’abord que les équations
(11) donnent, résolues par rapport a u et v,

(13) 200 = |y at+aviB|, 20v=|v,etupl|,

puis posons
o =2,

oll «, est impair, il résulte, en vertu de (12),
18 = 2#181 ’

olt B, est aussi un nombre impair, de sorte que les équa-
tions (13) donnent
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20u = 2"|n e Fav B, 20v=2"%u B+ v a.

Or, remarquons que les facteurs de 2¢ qui figurent aux
seconds membres de ces deux équations sont tous deux
des nombres pairs, nous aurons nécessairement w = 0, parce
que o et u, v sont impairs.

Posons maintenant, dans les développements précédents

©=q°,
olL g est un nombre premier impair, nous aurons, en vertu
de I et II, ces deux propositions plus spéciales:

III. Supposons résolubles les deux équations

(14) B—av? = —p*, w—a® = (—1)?p?¢°,
ol p et ¢ sont des nombres premiers impairs et
inégaux, ces deux autres équations
(15) n®—av? = —¢*%, wt—av?= (—1)J+1p9q"
sont aussi résolubles.
IV. Supposons résolubles les deux équations

(16) gt = —92%02 PP g® = (—1)629q‘7,

ol ¢ = 3, tandis que ¢ est un nombre premier im-
pair, ces deux autres équations

an w—av? = — %%, wl—av® = (—1)9T1204°

sont aussi résolubles, et inversement.

Quant aux équations spéciales que nous venons de con-
sidérer, il nous reste encore de démontrer la proposition
curieuse:

V. Supposons résolubles les deux équations
(18)  m?—av® = (—1Dp¢, u?—av® = (—1)¢°,
oll a est une base de seconde espéce, tandis que

p et g sont des nombres premiers inégaux, cette
autlre équation
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(19) u? —av? = (—1)*p®q°

n’est résoluble que pour une seule valeur de l’ex-
posant %, savoir

(20) #=0+¢ (mod 2).

-

En effet, les solutions de l'équation (19), toujours ré-
soluble, sont obtenues par la multiplication des deux équa-
tions (18), ce qui donnera immédiatement la seule valeur
possible de =.

Supposons que les puissances p¢ et ¢° soient toutes
deux plus grandes que 2, V'équation (19) est toujours du
genre 4.

IV. Sur P'équation u®>—as? = a— 1.
Quant aux bases de seconde espéce qui sont la somme
de deux carrés premiers enire eux, nous avons encore a
démontrer un théoréme curieux qui se rattache au para-

meétre
w=qa—1."
A cet effet, posons

¢y g+ (1) = pg,

ot les positifs entiers p et 8 sont premiers entre eux, mais

quelconques du reste, nous avons a étudier la base
&) ~ a = p*+q-.

Remarquons tout d’abord que les formules (1) et (2)
donnent immédiatement

1 Remarquons, en passant, que 1’équation
w—a®=a—1
n’est jamais résoluble, 4 moins que la hase a ne soit une somme de
deux carrés premiers entre eux, parce que cette autre équation
w—ar®r=1—a

est toujours résoluble, ayant la solution évidente (1, 1).
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a—1=p*+p8—(—1)2pg
g+ (—1fa = g+ (=) + (=1 (a—1),

de sorte que nous aurons .
g+ (—Dfa=pl—8+ (1 p@E+1),
ou, ce qui est la méme chose,
B g+ (—Dfa==pe, a=[8—Dp@E+1D|=p+aq.

De plus, il est évident que les deux positifs entiers «
et 8 ainsi définis sont premiers enire eux, car un facteur
commun de « et @ divise nécessairement p, ce qui est im-
possible.

Multiplions maintenant les deux équations évidentes
1P—q-1*=—(a—1), ¢@—a1>2=—p?,
il résulte
(gt a)*—a(g+1)* = p’(a—1),
ce qui donmera, en vertu de (1) et (3),
(4) o —apt=a—1,

donec nous venons de démontrer le théoréme susdit, savoir:

I. Supposons que la base a, définie par les for-
mules (1) et (2), soit de seconde espéce, les équa-
tions ,

(5) ®—av*=a—1, B?—av®=—(a—1) .
sont toutes deux résolubles, ayant la solution
(p+ g8, B) respectivement (1, 1).

Soit, au contraire, ¢ une base de premiére espeéce, il
peut arriver que les deux solutions susdites deviennent
réciproques, ce qui a certainement lien, pourvu que la
base a soit une puissance impaire d’'un nombre premier
de la forme 4k 1.

Exemples
13 = 22432, 41 = 4%+ 5%
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Or, il est trés curieux, ce me semble, que 17 des 41
bases de seconde espéce de ce genre plus petites que 1500
sont de la forme susdite.

De plus, nous avons & démontrer la proposition:

II. Il existe une infinité de bases de seconde
espéce qui se déterminent a Vaide des formules
(1) et (2).

En effet, posons
(6) a=c*+(e+1)?=2a(e+1)+1,

oll « est un positif enlier quelconque, il est évident (ue
cette base satisfait aux conditions susdites, car nous aurons
par exemple
g=a+1l, 6=0, =1, p=rc.

De plus, I'équation
¢ w?—av=a—1
est, dans ce cas, satisfaite par
) un=2a¢+1, v=1,
de sorte qu’il ne nous reste que de déterminer o, de sorte
que la base q, définie par la formule (6), soit de seconde
espece.

Quant a cette détermination de «, nous nous proposons
de résoudre, en positifs entiers, I’équation indéterminée

&) 2a(e-t+1)+1=g2—14,
ou, ce qui est la méme chose,
(10) Qe+1)2—282=—09.

Or, 2 n’étant pas résidu quadratique du nombre premier
3, cette équation est irrésoluble, a moins que 2a+1 et 8
ne soient tous deux multiples de 3. Posons donce
2¢ +1 = 3x, A= 3y,

équation susdite se transforme en celle-ci
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?—2y% = —1,
de sorte que nous aurons
x = A2n—|—1’ y=18y,.4

ol généralement _
A2 _2B2 — (__ 1)171 ,

m m

ce qui donnera finalement, comme solution générale de
I'équation (10),

34, . —1
(11) «, = *3"——‘? —. B, =3By,
et pour la base a,
942 . +1
(12) t, = —"F— = (3B, +1)*—4,

ou il faut supposer n > 0, car I'hypothése n = 0 donnera
a, =5 = 3°—4

qui est une base de premiére espéce. ‘

Quant & la valeur générale a,, définie par la formule
(12), la plus petite solution de I'équation (7) correspon-
dante est déterminée par

(13) =24, ., v=1

Remarquons ensuite que ceite autre équation de La-
GRANGE
(14) u?—a v® =4

est, quel que soit I'indice n, satisfaite par
(15) n=3B,.,+1, v=1,

puis observons que a,—1 est multiple de 4, nous aurons,
en multipliant (14) par chacune des équations résolubles

v*—a0? = 4+ (a,— 1),
cette autre proposition:

III. Déterminons, par les formules (12), la base
a, de seconde espéce, les équations
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an(an—f—l) - ocn(a +1)
- , ut—a vt =

(16) u*—a, v*=

sont toutes deux résolubles.

Soit par exemple n = 1, on aura
Ay =17, By=5, aj—= 221, o, =10,
ce qui donnera pour les équations
an a2 —221¢% = 220, u?2—2214% = —220

les solutions (21, 1) respectivement (1, 1).
Multiplions ensuite les deux équations (17) par celle-ci

142 —221-1% = — 52,

nous aurons les deux autres solutions primitives de cha-

cune des équations (17)

(47,3), (105, 7).

V. Sur la somme de deux carrés consécutifs.

Dans Yarticle II, nous avons démontré que le double
d’'une somme de deux carrés consécutifs est toujours une
base de premiére espéce, et nous venons de démonirer,
dans l'article précédent, qu’il existe une infinité de bases
de seconde espéce qui sont la somme de deux carrés consé-
cutifs. '

Or, pour meitre en pleine lumiére la nature trés diffé-
rente de telles nombres, nous avons encore & démontrer
la proposition:

I. I existe une infinité de bases de premiére
espéce qui sont la somme de deux carrés consé-
cutifs.

On voit immédiatement que cette proposition est une
conséquence immédiate de celle-ci:

II. L’équation indéterminée
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® @+ (x+ 1) =y 4
admet une infinité de solutions.

A cet effel, remarquons que l'équation (1) se présente
aussi sous la forme

(2 Qx+1)*—2y4* =7,

nous avons a étudier I'équation de LAGRANGE

(3) w?—20% =47

qui a ses deux solutions réciproques déterminées par les
égalités

(4) 12—2.22 =—7, 32-2.12 = 7.

Multiplions ensuite ces deux équations par
9 2 . m
AL —2B2 = (=1)",

m

il résulte respectivement
(5) (Anfl T4 Bn——l)2 —2 (2 An—l + anl)z = (M 1)11 7,
6) (34, ,+2B, )*—2(4, ,+B, )*= (D",

de sorte que les formules récursives

Am = Am—l + 2 Bm-1 4 Bm = Am—l —l_ Bm—l
donnent
)] (A,+2B, )" —2(B,+4, )= ( n"7

(8) (4,+24, P—24, +B, )= (D"

Cela posé, les solutions générales de I'équation (1) se
présentent sous la forme

(9 { 20y, +1 = Ay, +28B,,_,, Ysn = By T+ Apn
20, 1= Ay F24,,, Yoy = AT By

»
Quant aux nombres (7) et (8) qui correspondent a n

impair respectivement a n pair et qui représentent les solu-

tions de l'équation

(10) Qx+1)¥2—2y*=—7,"

posons y = 2z, il résulte
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x (x+1) _

630 5 -1,

et cette équation indéterminée admet donc les solutions

générales

(12) { 2w, 1= Ayt 2By, 225,04 = an+1+ Ay,
2wy, 1= Ayt 24y, 4, 22, = Ayt By,

de sorte que nous venons de démontrer la proposition:

I11. 11 existe une infinité de nombres triangu-
laires qui sont égaux & un carré moins 1.

Il est évident du reste que la plupart des nombres tri-
angulaires sont des bases de seconde espéce, ce qui a lien
par exemple, pourvu que le nombre en question soit mul-
tiple de 3.

Mais nous avons encore a démontrer cette autre pro-
position:

IV. 1l existe une infinité de nombres triangu-
laires qui sont des bases de premiére espéce.

A cet effet, nous avons 4 résoudre l'équation indéter-
minée :

(13) (x+1)QRx+1) =y +1,
ou, ce qui est la méme chose,

a4 x(2x+3) = g

Remarquons que les deux facteurs x et 2x 3 sont
premiers enire eux, 4 moins que x ne soit multiple de 3,
et que les deux facteurs en question ont, dans ce cas, le
plus grand commun diviseur 3, la premiére de ces hypo-
theses donnera '

(15) x =, 2x-+3=45. yg=nuf,

olt « et @ sont premiers entre eux.

Or, les deux premiéres des équalions (15) donnent
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B—24% =3,

et cette équation étant irrésoluble, nous avons seulement
a étudier le second cas, savoir

(16) x = 3a«®, 2x+3 =342, y = 3af,
de sorte que nous aurons
) 8P—2a =1,
savour
ar7) B = AZn’ o = an
(18) x =3B}, y=—34,B,.

On voit que 325 = 13-25 est le plus petit nombre tri-
angulaire qui se détermine par les formules précédentes.
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DEUXIEME PARTIE

Sur les bases a = «*+ 1.
VI. Formules récursives générales.

Les nombres de la forme
a=ca>+1,

ot « est un positif entier quelconque, sont évidemment les
plus simples de toutes les bases, parce que la période de leur
fraction continue ne contient que le seul nombre 2«. Dans
nos développements précédents, nous avons plusieurs fois
appliqué les bases de la forme susdite, et, dans nos re-

cherches suivantes, nous avons a déduire de I'équation
(0 (e + 1D =+4w

des éclaircissements intéressants sur les équations générales
de LAGRANGE.

A cet effet, nous avons tout d’abord a indiquer l'ex-
pression générale des solutions (4 , B,) de I'équation de
FERMAT correspondante

) A (1B = (D"

Posons, pour n = 2,

(3) 4 s=1
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et particuliérement, pour n =1,

(3 bis) g (@) = a, P () = 1,
nous aurons, quel que soit I'indice n, .
4 4, = 9,(@), B, =y, (a)

\

Quant a I'équation (1), il est facile de démontrer le
lemme fondamental:

I. L’équation (1) est toujours irrésoluble, a
moins que
(3) w = 2e.

A cet effet, étudions tout d’abord les équations (1) qui
ont des solutions (u, v) situées dans l'intervalle I,, ce qui
exige
(6) u=ea—r, v=1, 1<r<a—1,
tandis que la valeur correspondante de « deviendra
¢ w, = 2re—r*t1,
ce qui donnera immédiatement

0, > W,
pourvu que r > s; c’est-d-dire que nous aurons constam-
ment
8 w,.>2a, 1<r<a—1.

Soit ensuite (u, v) et (ny, vy) deux solutions réciproques
de T'équation (1), dont aucune n’appartient a lintervalle
I,, nous aurons '

n>e, v>1, yy2e, v, 21,

ol les signes d’égalité ne sont pas simultanées, il résulie
o = av +uv > 2e.

On voit immédiatement que la proposition I donnera,

comine corollaire, cette aulre:
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II. L’équation de LAGRANGE
9 (e + 1) = +4
est toujours irrésoluble, 4 moins que
(10) «=2, a=D5h.

Revenons maintenant aux solutions générales (A,, B,)

de Véquation (2), il résulte, en vertu des formules récur-

n’

sives de LLAGRANGE,

A = ad,_,+(@+DB,_,

Bn = aBn—l_]’_ An—l'
Soit ensuite

an @, v), (W), ..., (@,v),...

une suite quelconque, formée des solutions de I'éguation
(1), nous aurons de méme

u = ou,_,+@+Dv,

In
Vn = alvn——1+ Oy 4>
ce qui donnera la proposition curieuse:

IIl. Les solutions (s tn) d’nne suite quelconque

n?
appartenant ou a I"équation (1) ou a l’équation

(2) satisfont aux formules récursives

(12) s, =at +t_,, t = at

n n n—1

On voit, en effet, que Ia derniére de ces formules est
la méme que celles des B, et des v,, et 'on démontre
facilement, par la conclusion de n a n+1, la formule
des s, .

Revenons maintenant a la suite (11), puis désignons
par (), v,") la solution réciproque de (u,, »,) qui satisfait
a Véquation

af — (P + Dol = —w,

les formules fondamentales
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g u + @+ Do =eo, v +tvu =o
donnent immédiatement ces deux systémes d’équations
(13) = evi—v, v, =u —av

(14) o = v —av, v =cv,—u.
1 1 1 1 1y

M. C. Moreav!, dans son essay maladroit de démontrer
Ia proposition II, a trouvé par hasard, et appliﬁlué sans
critique, la premiére des formules récursives (12), car il ne
voit pas que cette formule est inapplicable pour n =1, et
qu'elle doil, pour cette valeur de n, étre remplacée par la
formule correspondante (13) ou (14).

Remarquons, en passant, que M. DiDIeR, qui a proposé
de démontrer I'impossibilité de I'éguation (9), abstraction
faite de la seule valeur ¢ = 2, et la rédaction des Nou-
velles Annales acceptent sans critique la démonstration
manqguée de M. Moreav, tandis que le Jahrbuch? indique,
sans commentaire, que M. MorEAU aurait résolu le probléme
susdit.

Cette manque de critique est du reste bien explicable,
parce que les auteurs susdits n’ont pas connu les idées des
suites coordonnées et des solutions réciproques.

Comme premiére application des développements précé-
dents, nous avons a résoudre I’équation indéterminée

(15) -+ (ex+1)2 = yz,

olt « est un positif entier quelconque.
On aura immédiatement, en vertu de (15),

—at )+ D)y’ —1
o®+1 ’

x e
ce qui exige tout d’abord
(@+1Dyi—1=z,

1 Nouvelles Annales (2) t. 12, p. 330—331; 1873.
2 Jahrbuch tber die Fortschritte der Mathematik, t. 5, p. 106; 1873.
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olt z est un positif enlier, de sorte que nous aurons

Ay —o
+1 _ —
i1 y= le1+1 s 2= A2n+1 ’

et il nous reste encore de déterminer lindice n, de sorte

xr =

que x devienne un nombre entier.

Or, la formule de LAGRANGE

s=n
] E an—4+ 1\ n
Azzw,_l = “2n+1+ < 96 >(“2+ 1)3“2 Bett
s=1 .

donnera immédiatement
By = &= (D" (mod (e2+1)),
d’ont il résulte ‘
Ay —e = ((—D)"—1}e  (mod (2 1)),
de sorte que n doit &tre un nombre pair, et la solution
générale de 'équation (15) se présente sous la forme
A411+1—fa

(16) xr = 0‘2_‘_ 1 2

y= B, ..

Comme seconde application, nous avons a démontrer
que U'équation indéterminée
an u* — (e 1)0* = 1+ 36
n’est résoluble, & moins que
« =6, =37; a« =18, a= 325.
En effet, on aura « < 18, tandis que = doit &re de la

forme 6k el 4142, ce qui donnera ¢ = 12¢- 6, valeur
qui n’est applicable, & moins que » = 0, » = 1.

VII. Valeur minimum du paramétre w.
Il est bien curieux, ce me semble, qu'il soit possible de
déterminer, quel que soit le positif entier «, la plus petite
valeur de w, pour laquelle I'équation de LAGRANGE
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1) B— (et Dl =4w
est résoluble.

A cet effet, nous avons tout d’abord a étudier les équa-
tions. susdites qui admettent la solution
)] wy=rat+s, v,=r,
ol r et s sont des positifs entiers, ce qui donnera
3) w = 2rsa—r>1s?,
tandis que la solution réciproque de (u,, v,) deviendra
“) w'=se—r, v =s.

1.7 r . I r

Quant aux éléments généraux (u,, v,) et (1, v,) des
deux suites coordonnées ainsi définies, les formules récur-
sives donnent

u,=rA +sA, _,, v, =rB +sB, _,
o |

n
sB,—rB, _,,

I

’ ’
u, =sdA,—rA,_,, v,

de sorte que nous pouvons déduire (u,’, 'vn') de (u,, v,),
en changeant le signe «, puis permutant r et s.
Soit par exemple, dans (4), s = 1, on aura

®) 0=2ra—r*+1,

et les solutions véciproques déviennent

6bis) yy =e—r, vy,=1; uw'=re+1, ‘1‘)1' =r,’
ce qui donnera généralement

u,=A,—rA, ., v,=B —rB, _,

@) { u, =rd,—A,_,, v,=rB,—B, .

Posons ensuite, dans (3), r'_-—— 1, puis remplagoﬁs s ﬁar
r, il résulte S
(8) w=2ar+r:—1,

tandis que les solutions réciproques deviennent
Vidensk, Selsk. Math,-fysiske Medd. V, 4, -3
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8bis) yy =e-+r, v,=1; uw' =re—1, »'=r,

et nous aurons généralement

un = An+rAn—1’ ’I)n = Bu+l’Bn;1
o |

un’ = I‘An»-—Anfl’ q)nl = I‘Bn—Bn—~1'
Cela posé, nous avons A étudier séparément les der-
niéres formules ui correspondent a r =1 et r = 2, parce
que les résultats ainsi obtenus sont nécessaires pour nos
recherches suivantes.
Quant a Ihypothése r = 1, les formules (6 bis) et (8 bis)

donnent le méme couple de solutions réciproques, savoir
10) yy=a—1, v;=1; o/ =a+1, vy/=1, w=24¢,
tandis que nous aurons respectivement, pour r = 2,

1) wy=e—-2, 1,=1; /' =2¢+1, v,/ =2; w=40—3
(12) y,y=e+2, v,=1; 0/'=2a—1, v,/ =2; o=4a+3.

Remarquons ensuite que I'équation (1) qui correspond
a ces valeurs spéciales n’est résoluble, 4 moins que my et
® ne solent premiers “enire eux, nous aurons 4 considérer
les trois valeurs susdites de .

1° @ = 2¢a; I'équation (1) est résoluble, pourva que o
soit un nombre pair, et seulement dans ce cas.

2° ® = 4a—3; légalité w-—4u, = 5 montre que u, et
w sont premiers entre eux, pourvu qu’ils ne soient pas

tous deux multiples de 5, ce qui donnera
(13) o= 10k+7.
3° w = 4a-+3; on aura ici 41y, —w = 5, de sorte que
Iéquation (1) est résoluble, & moins que
(14) =10k 3.

Cela posé, nous avons a démontrer le théoréme fonda-
mental:
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I. La plus petite valeur du’ paramétre w, pour
lequel 1'équation (1) est résoluble, se détermine
comme suit:

1° w = 2¢, pour une valeur paire quelconque
de w.

2°w = 4e—3, pour « impair, plus grand que 1
et n’étant pas de la forme 10k+7.

3% w=4e-+3, pour a =1, « = 10k+7.

En effet, remarquons tout d’abord que l'inégalité
(15) 2ret+r*—s* > 44+ 3
est applicable pour

ce qui donnera
>3, sa>s?,

de sorte que l'inégalité (15) est certainement établie, pour-

v que @Cr—1sae >4e,

inégalité qui est évidente.

J1 nous reste encore d’étudier les cas suivants, ol nous
supposons constamment « > 2, el ol nous désignons par
(4, v) une solution primitive de I’équation (1):

1° u > 2+ 1; dans ce cas, nous aurons

o =vu,+uv, >2¢"+2>4a+3;
car la solution (u,, v;) réciproque de (u, v) satisfait évidem-
ment anx conditions u; > 1, », = 1.

2 n=q—r,v=1t 1<r<e—1, t>2, ce qui donnera
w=12(c®+1)—(a—1)? = (2= 1) e®+2ra+t>—r*>3a>+4.

Fu=rets,v=Hr=>21,1<s<ae—1.

Soit tout d’abord 2« >r > on aura

0= (r—1Na®F2rsa s —12,
et I'inégalité évidente
3#
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2rse—1t2 > r2sa—r) > r(2a—r) 20
donnera immédiatement B
0> — 1)+ > 2+ e+ 1> de+ 3.
Soit, au contraire, t > r, on aura
o= E—r)o>—2rsa+ 2 —s,
et les inégalités évidentes
. tr—r2>2r4+1, >4, s<a—1
donnent
_ 0> @2r+1)e—2ra(e—1)—(e—1>+4,
savoir

. w = 2re+2a+3 = 4a+ 3.

Cela posé, nous avons encore a étudier la valeur spé-
ciale « = 1, car cette hypothése donnera 4o—3 =1, et
enfin nous avons & comparer la valeur 4« + 3 et le nombre
6a¥—8, obténu de w en y posant r = 3.

Quant aux hypothéses « =1, « = 2, la plus petite va-
leur applicable de » deviendra respectivement 4e+3 =7
et 2 = 4,

Dans le second cas indiqué, on ‘aura évidemment

6c—8=>4a+43,

-

pourvu que « > 6, de sorte qu’il ne nous reste a étudier
que les valeurs « = 3, « = 5, qui donnent tous deux la

valeur minimum w = 4a—3.

VIII. Genre des équations au paramétre minimum.

~ Les résultats que nous venons d’obtenir, dans Varticle
précédent, nous permettent de déterminer, quel que soit «,
le genre des équations qui correspondent a la valeur mini-
mum du paramétre . ‘

A cet effet, nous avons A demontrer les propositions
suivantes: ’
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I. Soit ¢« un nombre pair quelconque, 1’équa-
tion résoluble .
1) w—(e?+ 1) =12«
est toujours du genre 2.

Remarquons que ’équation (1) admet les deux solutions
réciproques
(2) (¢—1,1), (e+1,1),
il s’agit de démontrer que cetle équation ne peut adiettre
aucun autre couple des solutions réciproques (u, v) et (uy, vy).

Or, nous savons dés a présent qu'aucune de ces solu-
tions ne peut étre située dans lintervalle I;; c’est-a-dire
que nous aurons

uzw, v=1; /ulia, v =1,

ou les signes d’égalité ne sont pas simultanées, mais cette

hypothése conduira a 'absurdité
2 = nv -+ v > 2.

II. Désignons par ¢« un positif entier qui n’est
pas de la forme 5k-+2, mais quelconque du reste,
I’équation résoluble

3) W —(a®+ 1) = £ (4a—3)
est toujours du genre 2.
Nous aurons ici les deux solutions réciproques

4) (e—2,1), Qa+1,2),

et 'équation (3) ne posséde aucune autre solution située
dans lintervalle I;.

Soient ensuite (u, v) et (u;,.w;) deux autres solutions
réciproques de l'équation (3), de sorte que 'on aura par

exemple
(5) w—(e?+1)0* = 4a¢—3,
je dis que

' a>3e, v=>3.
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En effet, 'hypothése v = 1 conduira, en vertu de (5),

a 'absurdité -
= o?+da—2 = («+2)P%—6,

-

et la valeur v = 2 est dés & présent exclue, parce qu’'elle
conduira & la seconde des solutions (4).

Soit done v = 3, 'équation (5) donnera immédiatement
un > 3, tandis que l'on aura, pour la solution réciproque,

gy e, v 221,
ce qui conduira a Pabsurdité
4a—3 = uv -+ uyv>6e.
Changeons maintenant, dans 'équation (3), le signe de
«, il résulte cette auntre proposition:
ITIIl. Désignons par « un positif entier qui n’est

pas de la forme 5k—2, mais étant quelconque du
reste, 1’équation résoluble

(6) {2+ 1D =+ (de+3)
est toujours du genre 2.
Nous avons encore a multiplier les deux équations (3)

et (6), ce qui nous conduira & des résultats curieux con-
cernant 'équation ainsi obtenue

(7) (2 +1Dv? = + (1622—9).

Les solutions primilives des deux équations susdites
étant

(05_2’1)’ (0‘+2:1)9

I'équation (7), supposée résoluble, aura les deux solutions
primitives
)] (5,4), («*—3, 20),
dont la premiére est indépendante de «.

Quant' 2 la résolubilité de équation (7), remarquons
que les deux parameélres 4« -+ 3 et 4« —3 ne sont premiers
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entre eux, & moins que « ne soit pas multiple de 3, nous
aurons nécessairement
9) ' o =3k+1.

De plus, la base «® 41 et le parameétre (4 -+ 3) (40— 3)
sont premiers entre eux, pourvu que « ne soit pas de la
forme 5k -2, nous aurons donc

(10) « =5k,s e =5k+1,

et une combinaison des deux formules (9) et (10) donnera
la proposition: ‘

IV. L’équation (7) est résoluble pour
(11) e« =15k4:1, o= 15k4+4, a« = 15k-+5,

et seulement dans ces cas.

Quant a I'équation (7), nous avons encore & démontrer
cette autre proposition:

V. L’équation (7), supposée résoluble, est tou-
jours du genre 4.

En effet, multiplions I'’équation (7) par une quelconque
des deux équations (3) et (6), nous aurons nécessairement
la seconde de ces deux équations, ce qui exige que (7) soit
précisément du genre 4.

Quant A la multiplication des équations (3) et (6), ot «
n’est pas une des valeurs indiquées dans la formule (11),
supposons par exemple

a=3x, x=050k, »=Dbkit1,
la multiplication susdite donnera, pour l'équation
(12) =92+ 1) = +9(16x2—1),
la solution primitive (5, 4) et, pour I'équation
(13) ' — (9224 1) 0% = + (162 —1),

la solution primitive (64”—1, 2%), et chacune des équations
(12) et (13) est toujours du genre 2, quel que soit le nombre x.
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IX. Sur les solutions des équations précédentes.

Nous avons encore a étudier la nature algébrique des
solutions des trois équations du rang 2 que nous venons
de considérer.

A cet effet, désignons par

(1) (s,(@, L(@), (o), 7,()
les solutions générales de I'équation
(2) T (@ 1) =+ 24,

de sorte que
s;(0) =e—1, Hx) =1

est la solution située dans lintervalle 7.
Cela posé, il est évident que lintervalle I, contient les
deux solutions
o e) =a+1, Ty () = 1
spa) =2a>—a+1, t(a)= 2a—1,
et que nous auroms, quel que soit l’ilidice n,
(3) s () —(e®™+ D () = o2 () —(e®+ 1) 72 () = (—1)" 2,
oli les solutions appartiennent toutes deux & l'intervalle I,,
Quant aux polynomes entiers ainsi définis, les formules
récursives générales de l'article VII donnent
@ s =g, (=g, (@), t()=y ()~ ()
(5) Gﬂ(a) = 901‘141 (a)_l—g)n—z (06), Tn (OC) = ’libn—l (a)_!_wn—z (OL) 2
ot ¢,(x) et 1, («) sont les polynomes entiers introduits
dans l'article VI, et ot il faut poser, comme ordinairement,
Sﬂo(ﬂ‘) = 1 > 1/}0(64) = 0-
On voit que les formules générales (4) et (5) donnent
immeédiatement les identités
(6) (___1)17- Sn (—_‘ 0‘) = Gn+1 (0‘), (—1)H~1 /tn (_—a) = TH+1 (0‘):

qui s’accordent bien avec les formules .(3).
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Appliquons maintenant les formules récursives
¥, (¢) = 2« Py () + Pps (c)
wn (06) =2« wn——l (Dl) T l)bn-2 (a) ?

tirées directement de la fraction continue qui représente
Ve?+1, il résulte, en vertu de (4),

{ Sn(a) = (2 o — 1) Pn_1 (“) + Son_g(a)

™ L) = Qa—Dy_ () +y_ (),

ce qui donnera la fraction continue

(8) S—n(i)=(oc, 2, 2e¢, ..., 20, 20— 1)
£ (@) : |
valable, pourvu que n > 2.

En effet, on voit que les numérateurs et les dénomina-
teurs des réduites de la fraction continue ne sont, abstrac-
tion- faite des derniers, autre chose que les polynomes
¢, () et Y, (&), de sorte que la fraction continue (8) est
une conséquence immeédiate des formules récursives (7).

Le méme procédé donnera, en vertu de (5), cette aulre
fraction continne '
©) (2

7, (@)

= (e, 2, 20, ..., 2¢, 1),
ot il faut égéllf_zment supposer n > 2.

Quant a I’équation
(10) n*—(a’+ 1) v* = + (4 +3),

elle madmet aucune solution .située dans lintervalle I,.
Posons donc

A1) k(e)=20—1, L{(e)=2; xle)=a+2, lix)=1,

les solutions générales de I'équation (10) se présentent sous
la forme
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(12 { ko) =29, (@)=p, (@), La)=2v, (a)—p, (o)
wla) =g, (@29, (o), i le)=1, ()29, ()
et nous aurons, quel que soit l'indice n,
K2 (@) — (e + D) B(e) = (—1)" (4t 3)
4 { o () = (& + 1) 2 (o) = (—1)" (4 + 3),

tandis que les formules (12) donnent immédiatement les
fractions continues

k()
s =, 2a, 2a¢, ..., 2a, —2)
()

(14) v, (@) v s L1
i:(cc_)_ (oc, e, 20, ..., 2, 5),

ou il faut supposer n > 2.

Quant a la troisiéme des équations susdites, nous avons
seulement & changer le signe de «, dans les formules pré-
cédentes, de sorte que les derniers quotients des fractions
continues, obtenues de (14), deviennent 2 et ——% respective-
ment.

X. Sur le paraméire v = «?

Nous avons encore a appliquer 'opération itérative sur
Péquation (1) de Varticle VIIL.

A cet effet, multiplions les deux équations

(2 1) = (—1)*2a, @2—(@®+ 1)1 = (—1)'2e,
il résulte
(1) {auyF (e + 1) vvy) 2 —(e2 4+ 1) (moy L uy v)® = (— 1) 42,
ce qui conduira a cette autre équation de LAGRANGE
(2) uw?—(e® + 1) 0® = + o2,
toujours résoluble, parce qu’elle admet, dans Vintervalle I,
une solution (¢ («), d;(«)), déterminée par ‘
3 el =1, di(e)=1.
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Cela posé, il est évident que les deux suites coordonnées,
dont I'élément primitif est. la solution susdite, dans I'inter-
valle 1, ont les deux solutions

vele) = e —a+1, &) = a—1
{ Cle) = +at+1, dya) = a1,

donc lintervalle I contient aussi (pour n > 1) deux solu-

()

tions des suites susdites

®) (ula)s 8,(). (e,(e), dy(e)),

de sorte que nous aurons, quel que soit I'indice n,

(6) ra(@—(®+1)0%(e) = (@)= (e + 1) d2 (@) = (—1)" 2.
Quant 2 la détermination des solutions générales (5) que

nous désignons souvent par (y,, d,) respectivement (c,, d,),

n’
prenons ‘pour point de départ les formules spéciales

sisiH @@+ Dty = 275, sity+ts = 24,
050y (@ + 1) 797y = 26y, 0pry + 050, = 2d,,

établies par un calcul direct, les formmules récursives de
LacraNGE donnent généralement

(D) s, H @@+ Dbt = 27,0, st 1s, =20,

(8) { Outr O T (@ Do, = 26,
Op i1 Tyt T i Ong = 2ppyys
formules qui donnent des écla1rc1ssements intéressants sur
les quatre polynomes en question.
En premier lien, les formules spéciales (4) donnent im-

médiatement, en vertu de (6),
9 V%0 =7,(@, —1)"d,(—e)=6,(a).
De plus, soit, dans (7) et (8), p = n, il résulte .
(10) 7,,(0) = 55 () —(—1)"x, 6, (c) = s,(x)1 ()
(11) gule) = & (D + (D', dy(e) = v, (07, ().
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Appliquons ensuite les formules speciales
510‘2'4(062—'—1){1772:'—261, Slfz_tl(rz:—'2<d1,
850, — (@2 + 1) bry = 2p,, hos—8375 = 20y,

les formules récursives de LAGRANGE donnent, pour n>p,
{ 0,8, — (a4 1) TpS, = (—1)p27n_p,

12

(2 syt — 1,6, = (~1)”2§n#p,

et pour n < p,

{ s,0,— (@ + Dbz, = (—1)"2y .,

n
$,Tp b, 0, = —1) 26p

(13)
_n+2 El

de sorte qu’il résulte, pour p = n, les deux formules curieuses
(14) s 0, (e*+ 1t 5, = (1)"2p,, s,v,— 1,0, =(— 1)"24,,
valables pour n = 2.

Quant aux quatre polynomes qui nous occupent ici,
nous aurons les expressions explicites

c,(e) = ¢, () —(e—1) ¢, (a),
{15 { 4@ = P, @) — =1y, ()
7ale) = g (@) —(e+ 1Dy, (),
(16) { 0,(c) = Y, (&) —(e+1) Y, _, ()
(n { c,le) = e+ o, ()+o, _,(«),
d () = (« { Dy, () +vy, ()
7o) =(e— Do, (a)+ ¢, (0,
(18) { 3,@) = (a— Dy, (@ +v,_,@.

En effet, soit n = 2, ces quatre formules ne sont autre
chose que les expressions (4), donc les formules générales
sont les conséquences immédiates des formules récursives
ordinaires.

Remarquons, en passant, qu’il résulte, en vertu de (17)
et (18), les deux fractions continues
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1 ¢a(®) = 9

(19) R (e, 2e, 2e, ...,, 20, +1)
V()

(20) dn(a)—(oc, 2¢, 2¢, ..., 20, & —1),

ou il faut supposer n > 2, et, dans la derniére & > 1.
Dans le cas spécial

et seulement dans ce cas, I'équation (2) est identique a
I'équation (2) de l'article précédent, de sorte que les solu-
tions (s,, t) et (5,, 7,) coincident avec (c,, d,) et (y,, d,)
respectivement. ‘

On voit du reste que I'hypothése o« = 2 conduira 2
I'équation
1) u?— 59 = 414,
que nous avons mentionnée dans Particle VI et que nous
relrouverons encore une fois, dans I'article XIV.

Quant a I'équation (2), il est évident que les fonctions

(e (a), do(@)), (7 (@), 6,(a)),

représentent la solution compléte, en polynomes entiers, de
lidentité algébrique

(22) (£, (@) — (2 1) (g, ()" = + o2,

mais nous remarquons expressément ‘que cette solution
compléte de I'identité algébrique (22) ne donne pas toujours
toutes les solutions, en positifs entiers, de I'équation (2), ce
qui est treés curieux, ce me semble.
En effet, soit 20+ 1 un carré exact, savoir

20+ 1 = 42,
ce qui donnera
(23) a =B, g=A4,,

olt nous avons posé généralement
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A2 —2B = (—1)",

Téquation (2) admet évidemment la solution
(24) . u=2B,,, v=1
qui ne coincide, pour « > 2 el n>1, avec aucune des
solutions (¢, d.) et (y,, d,). _

Soit, au contraire « = 2, ce qui donnera, en vertu de (16),

u=1, g=3,
nous retrouvons de nouveau la base singuliére
a=2>5,

et, dans ce cas, les valears (24) ne représentent aucune solu-
tion nouvelle de 'équation (2),
Soit par exemple n = 2, on aura
A, =17, B, =12,
ce qui conduira a Péquation indéterminée
(25) u®— 14502 = +144
qui est par conséquent du genre 4, ayant ses deux couples
de suites coordonnées déterminées par les solutions primi-

tives a1, ai, 1.

Ce résultat est trés intéressant, ce me semble, parce
qu'il donnera une infinité d’équations du genre 4 obtenues

par Topération itérative des féq‘uations du genre 2.

XI. Détermination du rang de certains nombres.
11 nous reste encore, dans notre étude sur la base
10 a= a®+1,

de déterminer le rang de certains nombres spéciaux, pro-
bléme qui est facile a résoudre a l'aide des valeurs
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(2) B, =1, By=2«&, B;=4¢*+1,
ol nous avons posé, quel que soit I'indice m,

A2 —(®+1) B2 = (—1)™

m

Nous aurons, en effet, les propositions suivantes:
I. Le nombre premier 2 est, par rapport a la
base ¢*+1, toujours du rang 2.

II. Supposons que « se présente sous la forme
(3) ¢ =3x+1, AL=0,1.

le nombre 3 est. par rapport & la base «®+1, du
rang 2142,

En effet, soit « multiple de 3, B, aura la méme pro-
priété, donc 3 est du rang 2. Soit, au contraire ¢ = 3x 11,
on aura

a=c¢*+1=2 (mod 3),
et il résulte immédiatement, en vertu d’un théorgme connu,
que 3 est par rapport a la base «®*+1, du rang 4.
ITII. Supposons que « se présente sous la forme

(4) e =5x+A, A=1,2,

le nombre premier 5 est par rapport a la base
«*+1, du rang 24+ 1.
Soit tout d’abord A = 1, on aura, en vertu de (2),

B; =42 (mod 5), B; =0 (mod 5),
et b est du rang 3. Soit ensuite 4 = 2, on trouve
a=0 (mod 5), |
de sorte que 5 est diviseur premier régulier de la base q,
donc 5 est, par rapport a «®*+1, du rang 5.

. Cela posé, on aura immédiatement, comme corollaire,
cette autre proposition:
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IV. Supposons que « ne soit pas multiple de 5,
le nombre
(5) a, = 5" (e +1)

est toujours une base de premic¢re espéce.

En effet, on voit que alr est certainement une base de
premigre espéce, et 5 est diviseur premier régulier de la
base a,, quel que soit T'indice n. )

Quant a la base a,, ot « est multiple de 5, la valeur
générale de B, donnera immédiatement la propo‘sition:

V. Soient p, ¢, n des positifs entiers quelcon-

ques, le nombre
(6) a, =p" (PP +1)
est toujours une base de seconde espéce.

On voit que cette derniére proposition donnera immé-
diatement la ragle suivante pour la formation des bases de
seconde espéce qui sont une somme de deux carrés, pre-
- miers enfre eux:

VI. Soit ¢, un diviseur, impair et plus grand
que "unité, du nombre

(7 «=p+q,
ot p et ¢ sont premiers entre eux, la base de se-

conde espéce

8 o (64 1)

est, quel que soit le positif entier n, une somme
de deux carrés premiers entre eux.
Quant aux bases

(9) (221 (“2 + 1) >

3

formées 4 I'aide des nombres « et o, qui figurent dans la
régle précédente, elles sont tantét de premiére tantdt de
seconde espéce. - '
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J’ai par exemple examiné les onze nombres

5(%41) = 130 5(102+1) = 505
5(15241) = 1130 5(20%+1) = 2005
5(2524-1) = 3130 5(30%+ 1) = 4505
5(3524+1) = 6130 5(40%4 1) = 8005
5(452+1) = 10130 5(50%+1) = 12505 .
5(56%2+1) = 15130 = 1232 1.

et trouvé que seulement trois de ces bases sont de seconde
espéce, savoir
505 2005 12505.
Dans le dernier article de ce Mémoire, nous avons a
revenir 4 la forme singuliére du nombre 15130.

Remarquant, en passant, que nous aurons

4032 -—2005-9* = 4
1141* —4505- 172 = —064, 4497 —4505-67> = 64,

de sorte que 2005 est une base de seconde espéce, 4505
une base de premiére espéce. '

Il nous reste d’étudier un peu plus profondément la base
2005, parce qu'elle nous donnera des éclaircissements in-
téressants sur les égmations de Lacrange, dont le para-
metre contient deux facteurs premiers impairs.

A cet effel, remarquons tout d’abord que la fraction
continue de V% deviendra, avec les significations de

DEegEN,
44, 1, 3, 2, 21, (1)

1 69 30 39 4 81

de sorte que nous aurons les réduites de cette fraction
continue

44 45 179 403 8642
1

1 4 9 193"

et ces réduites donnent
Vidensk, Selsk. Math.-fysiske Medd. V, 4. 4
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(10)  442—2005-1* = —69 1792—2005-4% = — 39
11) 86422 —2005-193% = — §1.

De plus, nous aurons, en multipliant les deux équa-
tions (10),
(12) 48— 2005-1% = 299.

Désignons ensuite pour abréger par p,, ps, p, les trois
nombres premiers 3, 13, 23, pris dans un ordre quelconque,
nous aurons les résultats suivants:

1° Les trois équations

(13) i —av® = (—1)’p,ps, a = 2005,

sont non-décomposables et du genre 2.
2° Les trois équations

(14) n®—av® = +p;pj

sont non-décomposables et du genre 4.
3° Aucune des trois équations

(15) W —a? = (— I)Jpl,;

n’est résoluble, & moins que‘ Pexposant &k ne soit multiple
de 4. ‘

4° Les {rois équations
(16) n—av® = (— 1)"‘+1pzpﬂ

sont non-décomposables et du genre 2.

Cela posé, Vopération itérative donnera immeédiatement
les résultats généraux concernant la base a = 2005, olum et n
désigneront des nombres entiers non négatifs:

~ 1° Les équations

an ut— qu? = (—1) i :

sont non-décomposables et du genre 2.
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2° Les équations
4am-+-2 _4n-2
(18) u—av? = £ pitp
sont non-décomposables et du genre 4.
3° Les équations

(19) w—av® = (— l)dnpimp;;“

1

ne sont résolubles, 4 moins que ¢ et m+n ne soient de
méme parité; dans ce cas, les équations (19) sont décom-
posables et par conséquent du genre 4.

4%
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TROISIEME PARTIE

Propriétés singulieres du paramétre 4.

XII. Généralisations des formules de Cayley.

Dans nos recherches précédentes, nous avons plusieurs
fois observé que le nombre 4 joue un réle singulier, dans
la théorie des équations de Lagrange. C’est pourquoi nous
nous sommes proposé d’étudier plus amplement les équa-
tions de la forme '
¢h) ' —av® = (—1)’ S k+4),

qui ne sont résolubles, & moins que a = 8y 5.

Soit tout d’abord, dans I’équation (1), k = 0, nous avons
4 étudier séparément les trois cas suivants:

1° La base a est de premiere espece et plus
grande que 5.

Dans ce cas, un intervalle quelconque contient précisé-
ment un élément de chacune des deux suites coordonnées,
formées des solutions de l'éguation susdite.

On voit, en effet, que V'équation qui correspond a la
plus petite valeur des bases en question, savoir a = 13,
a cette propriété, et toutes les autres bases sont plus grandes
que 16 = 42,

2° @ = 5. Pour cette valeur spéciale de la base, l'inter-
valle I, ne contient que la seule solution (1, 1).

3° I,a base a est de seconde espeéce.
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Dans ce cas, le paramétre —4 n’est jamais applicable,
mais a étant au moins égal a 21, un intervalle quelconque
contient précisément un élément de chacune des deux suites
coordonnées, formées des solutions de I'équation en question.

Cela posé, nous avons tout d’abord & étudier le premier
des trois cas susdits lequel correspond a l'équation

2 n?—av? = +4.
Soijent
{ (Sl’ tl)’ (st tz)a R (-Sn’ in)’
3
(3) (o1, 71)s (02, 73)y ooy (0, 7,)5 - ..

les deux suites coordonnées appartenant a cette équation,
nous avons, en premier lien, & démontrer la proposition
due & CayrLevl: .

I. La solution primitive (s, ;) de I"équation (2)
correspond au parameétire —4, savoir

4) si—afli = —14,

et nous aurons pour la premiére solutiondel’équa-
tion de FeErMAT correspondante

sG6i+8)  , _hGI+D

(5) A = 5 5

B,

En effet, il résulte immédiatement, en vertu de (4),

(6) (2 +all)*—a(2st)? = 16,
de sorte que les deux nombres

(7 a=s+2 B=sk
satisfont a I'équation

(8) : a®—ap? = 4.

Multiplions ensuite les équations (4) et (8), nous aurons,
en vertu de (7),

1 Journal de Crelle, t. 53, p. 369—371; 1857.
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© (sl (sﬁ;r 3)>2 o (fl (s%g—i— 1)>z N

de sorte que les inégalités

2 2

sy taty Ay

_._*<__
2 2

B,

2

P

B =38t <<AB =
donnent immédiatement

3 2 E '
S48s A hGIAD B,
7 <’ R

c’est-a-dire que I'équation (9) correspond a la plus petite
solution de I'équation de FErRMAT

A2 —aB? = (1)

m
et les formules (5) sont évidentes.
De plus, on aura, en vertu de (4),
e« << A4, B<B,
de sorte que la solution (e, 8) n’est autre chose que
(61, 7y}, ce qui donnera
(10) o =s1+2, ¢ =st,
et 'équation (4), suppléée par celle-ci |
(1) ol —ae] = 4,
donne immédiatement les formules générales
(12)  sf—af2 = (D", i—ad=(—1D""4
Cela posé, nous avons 4 démonirer les formules générales
(13) 8,5, +at, l'p = 2 Opip—ts Sn tp —l—sp t, = 2zn+p_1
(14) o‘no‘p—l—afrnzp = 23n+p, Unfcp—}—o‘prn = 2tn-|—p’

valables, quels que soient les indices n et p.
A cet effet, remarquons que les formules (6) et (10)
donnent
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systably = 20y, st Hs = 2¢,
les formules générales (13) sont une conséquence immé-
diates des formules récursives de LAGRANGE.
Quant aux formules (14), il résulte, en vertu de (11),
(62 +ar?)?—a(2o,7,)* = 16,
et les inégalités oy << 4; et z; << By donnent évidemment.
6 tadi <Ay, 201,<B,,
de sorte qu’il résulte, en vertu de (12),
oot ariry = 28, o1t +r0 = 210,
et les formules récursives de LAGRANGE conduiront sans
peine aux formules générales (14).
Posons ensuite, dans les formules générales ainsi obte-
nues, p = n, nous aurons la proposition:

II. Les solutions de I’équation (2) satisfont aux
conditions:

{ Oon— = si—ﬁ(_ 1)"2‘, Ton—1 = sntn

Sop = O2H(—1)"2, &, = a5,

2n

(15)
2n
Appliquons maintenant les formules, fondamentales dans

la théorie des suites coordonnées

Sn(rp—l-al‘nrp = 4An+p_1, Snz'p—}—tno‘p = 23n+p_1,

puis posons p = 2n, respectivement p = 2n—1, il résulte,
en vertu des formules (15):

ITI. Supposons résoluble 1I’équation (2), les so-
Iutions de I’équation de FErMAT ayant la base a se
présentent sous la forme

g, 2+ (—1)"3) o4 (—1)"
JASn—l = ““(’—2— > s By = E(—2—)—)
16
(o) s — (1)) L (52— (1))
Asn—z Ty By s = — 5 —

& F
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tandis qu’il n’existe, pour les solutions (4,,, B,)),
aucune expression analogue.

Revenons encore une fois aux formules (13), nous au-
rons, en résolvant par rapport a s, et {, ces deux équations,
puis remplagant n par n—p-+1,

so,—at 7, = (—1)2s .,
A7) { P n pn n—p+-

SpTn O = (—1)"2 -

ol il faut supposer bien entendu n = p; 'hypothése p = n

donnera les formules curieuses
(18) s, o,—at ¢, = (—1)"2s,, s,5,—f, 0 =(—1)"24,
valables quel que soit l'indice n.

Le méme. procédé donnera, en vertu de (14),

n I
19) atp'ynﬁspcrn=(—1) 2ap_n, sprgn——tp(rn:(—l) 2%, .
out il faut supposer p > n.

Remarquons, en passant, que les formules (5) permet-
tent de déterminer s; et ¢, pourva que 4, et B; soient
connus.

En effet, s; est déterminé en extrayant par défaut la
‘racine cubique de 24,, puis la seconde formule (5) donnera
immédiatement la valeur de #,.

Dans P'article XIV, nous avons a revenir 4 cetie question.

XIII. L’équation u®?—5v% = 14,
La base spéciale 5 est d’une forme trés singulidre, car
5=2"4+1=124+4 = 3*—14,

de sorte que 5 est & la fois représentant de trois formes
différentes des mombres qui nous occupent ici. De plus, 5
est le seul nombre de la forme (2e+41)*—4 qui est une
base de premidre espéce et la seule base de Ia forme a1
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qui admette le parameétre 4, nous l'avons déja remarqué
dans larticle VI.

Quant a l'équation de LAGrRANGE
(1) u—5vt = 44

elle n'admet, dans lintervalle I;, que la seule solution
(sy, t;), savoir
(2) s =1, fH=1; si—58 =—4.

Soient ensuite (o, ;, 7, ) et (s,, 1) les deux solutions
de I'équation (1) qui appartiennent, pour n > 1, a. I'inter-
valle I, on aura, quel que soit I'indice n,

(8) oh bk = sE—58 = (—1)"4.

n—1 n—1

Mais, avec cette exception, tous les résultats, obtenus

dans Particle précédent, sont appﬁcables aussi pour a = 5,

tandis que cette valeur spéciale de la base a conduira a
d’autres propriétés des solutions de I'équation (1).

Nous nous bornerons a citer les formules

* S =A,—A,_,, =B —B_,
(5) o, = A, +A4,,, 7,= B, ,+8B, ,,
tirées de (4) et (5) de I'article VII, et

(6) s, =34, ,+A4, ,, I, = 3B _,+B, ,

tirée de (7) de larticle VIII; il est évident du reste que
(6) est une conséquence immeédiate de (4).
Citons encore les fractions continues

i (73
(7) — =1(2,4, 4, ...,4,1)
Tll
SI'L
(8) T=(2’ 4, 4, ..., 4, 3)

qui sont les conséquences immédiates des développements
(8) et (9) de l'article IX.
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XIV. Le paramétre o = 4.

Soit maintenant @ = 8» -5 une base de seconde espéce,
les équations de LAGRANGE au paramétre 4 se présentent

exclusivement sous la forme
1 u®—av® = 4,

Remarquons que a = 21 est la plus petite des bases
susdites, il est évident qu’un intervalle quelconque I, con-
tient précisément un élément de chacune des suites coor-
données

(51, 1) (89, B) vovn (s, B) oo e
o |

(o, ¥) (05, %) ....(a,,7,) ...,

formées des solutions de 1’équation (1).
Supposons (s;, ) < (¢y, 79), nous aurons des formules
parfaitement analogues a celles développées dans Darticle

X]l, de sorte que nous pouvons nous borner a citer les

relations
. o2 —
(3) { Ogn—1 = $n 2, Ton—1 — %n ln
— 2 —
Sop = O 2’ th 0. Th

et les expressions correspondantes

W = 0, (0% —3) B 7, (o2 —1)
3n—1 ~ 9 ’ sn—1 9
[€))
‘ s, (s2—3) t (ss—1)
L B3n-—2 = 9 > an-2 —2-**‘ .

Les formules spéciales

3 2

si—3s t(si—1)
5 _ S1T9% _ hisy
( ) Al 9 H Bl ‘9
permettent de déterminer la valeur de s; en extrayant par
excés la racine cubique de 24, puis de tirer Ia valeur de
t, & l'aide de la derniére des formules (5).
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CayLEY', en appliquant la Table de DEGEN?, a résolu
toutes les équations résolubles de la forme

(6) —avt =14, B?—a®=-+1,

qui correspondent a a < 1000.

Quant aux propriétés remarquables des nombres 4, et
B,,, exprimées par les formules (4) el par les formules (16)
de larticle XII, pourvu que I’équation correspondante (6)
soit résoluble, il est intéressant, ce  me semble, que ces
propriétés sont réciproques,

En effet, prenons pour point de départ I'équation de
FERMAT
(7) Ay —aBh = (—1),

m m
nous avons a démontrer la proposition:
I. Supposons quele nombre A se présente sous
la forme
u (1 —(—1)3)

(®) A, =E 228,

&

ou u est un nombre impair, et ot u®—(—1)% est
premier avec la base a, I’équation indéterminée
) u? —ad® = (—1)%4
est résoluble.

On aura, en vertu de (8) et (9),

n® (n®—(—1)3)° — 4aB% = (—1)°4,
ou, ce qui est la méme chose,

(10) (w2 —(—1)9)" (i — (—1)°4) = 4aB®

e

Or, le premier des facteurs qui figurent au premier
membre de (10) étant premier avec a, le second de ces
facteurs est nécessairement multiple de @, et la forme méme
de 'équation (10) donnera,

1 Journal de Crelle, t. 53, p. 369—371; 1857.
2 Canon Pellianus, Copenhague 1817.
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(11) wt—(—1)4 = ad?,

de sorte qu’il resulte, en vertu de (10)
2 ¢ 13

(1 2) Bm — QEW%M ,

et 'équation (11) n’est autre chose que I'équation dont il
s’agit de démontrer la résolubilité.

Soit, dans (8), ¢ un nombre impair, a est nécessaire-
ment une base de premidre espéce, tandis que nous ne
savons dés & présent rien sur la nature de cette base, dans

le cas oli ¢ est un nombre pair.

XV. Propriétés des équations résolubles.

Les équations résolubles de la forme
(1) @ —av® = (—1)4

que nous venons d’étudier possédent plusieurs propriétés
remarquables, dont nous avons a déduire quelques-unes,
dans ce qui suit.

A cet effet, démontrons tout d’abord le lemme fonda-
mental:

I. Supposons résoluble I’équation (1), une équa-
tion de la forme
(2) ?—av® = (—1)4e

est toujours au moins du genre 4.

Remarquons tout d’abord que la base a est nécessaire-
ment de la forme 8» -+ 5, il est évident que le nombre
qui figure comme facteur du parameétre de I'équation (2)
est impair. Muiltiplions done les deux équations (1) et (2),
une des équations ainsi obtenues se présente nécessaire-
ment sous la forme ‘

w?—av? = (—1)" ",
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et, cette équation étant résoluble, I'équation (2) est décom-
posable, elle est par conséquent au moins du genre 4.
Cela posé, nous aurons immédiatement comme corol-
laire cette autre proposition:
II. Supposons résoluble I'équation (1), ot a > 5,
cette autre équation

(3) ?—av? = (—1)a—1),

toujours résoluble pour ¢ =1, est au moins du
genre 4. '

Quant aux bases de premiére espéce, nous avons 4 dé-
montrer la proposition curieuse:

III. Supposons rés'olubleyl’équation (1), ol a est
une base de premiére espéce plus grande que 5,
ces.deux autres équations
‘ Azal—l—l
2
sont aussi résolubles, quel que soit I'indice v, et

(4) w?—ad® = 424,,,, i®—a® = +

la premiére est au moins du genre 4. .
A cet effet, désignons par a une base quelconque de
premiére espéce, par w un parameétre, tel que I'équation
N

) wt-—avP =4 w

soit résoluble. Désignons ensuite par (s, £,) et (ap, rp) deux
solutions appartenant & chacune des deux suites coordon-
nées formées des solutions de I'équation (5), choisies telles que

n+p= 2942,

nous aurons

— ) 2 . &1
(6) st—at? = (—1) “, Up—~aw}2) = (—1)™y,
ce qui donnera -
() 524 Gﬁ—a(ti—i—ﬁg) = (.

De plus, il résulte, en vertn des formules fondamentales
de la théorie des suites coordonnées,
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(8) ; 2s,0,+2at,v, = 2045,1,,
de sorte que nous aurons, en vertu de (7),
9) (s, + o‘p)2 —a (tp -+ ,’;p)?- = 2wAy,11,

oll les signes doubles correspondent.

Cela posé, nous avons a démontrer le lemme fonda-
mental:

IV. Un facteur commun des deux nombres s +ts,
etf, 7, ou les signes doubles correspondent, di-
vise nécessairement 2.

Soit, en effet, 1 le plus grand commun diviseur des
deux nombres susdits, et soit

Sn:‘:(fp:lK, tn:FTp:lL’

ot K et L sont premiers entre eux, nous aurons, en vertu
de la premidre des équations (6),

1 (R*—al® £ 20(Ko,+Lr) + o —as? = (—1) o,
de sorte que la seconde des équations (6) donnera
(10) (K —al?) 1 24(Ka,+ Lz) = (—1"20,

donc 1 est nécessairement diviseur de 2.
Soit maintenant
0w =41,
on aura :
A=2, i=4,
De plus, il existe, en vertu de (9), un exposant &
tel que
sn—i—(—l)sap =4k 2, lln——(—l)s'[p = 41+ 2

(11) . |
so— (1o, = 4k, L (1), = 41,

car les nombres s, et {, a, et 7, sont impairs; donc les
équations (4) sont toutes deux résolubles.

On voit quil est facile de généraliser en quelque me-
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sure la proposition III, en remplacant 'équation (1) par
cette autre ‘
12) w—av® =42, x>=3,
ce qui donnera immédiatement:

V. Supposons résoluble I"équation (12), cette
autre équation
(13) ' —av? = 24,

est aussi résoluble, guel que soit I’indice ».
Dans le cas particulier « = 3, de sorte qu’il s’agit de
Iéquation
(14) u—av’ = +8,
nous avons a démontrer deux propositions curieuses, savoir:
VI. Supposons résoluble I’équation (14), puis
supposons que A; soit multiple de 8, I’équation

(15) n?—av® = £+ 4,1,

est aussi résoluble, quel que soit I'indice ».
En effet, posons
(16) A, = 2°K,, :
ot K; est un nombre impair, nous aurons donc ¢ = 3.

Appliquons ensuite la formule récursive de LAGRANGE
a7 Agypn = Aydg, +aBy B,
il résulte, quel que soit v,
(18) Agyp1 = 291{2;/4_1,

ot Ky, est un nombre.impair, car A,, est impair, tandis
que By, est divisible par 2¢T
Cela posé, il résulte, en vertu de (13) et (14) que les
trois équations
u?—ao? = L 27K,
u?—ao? = 42072
?—av® = 429
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sont résolubles; c’est-a-dire que cette autre équation
(19) llz-—a’vz - :{:K21,+1

aura la méme propriété, d’ou il s’ensuit gue I'équation (15)
est aussi résoluble.

Soit, au contraire, dans (16), ¢ = 2, aucune des équa-
tions (15) ne peut étre résoluble, tandis que (19) aura né-
cessairement celte propriété, ce qui donnera la seconde des
propositions susdites:

VII. Supposons résoluble 1"équation (14), puis
supposons que 4, soitdela forme 8»+4, 1’équation
A2V+i

4
est toujours résoluble, quel que soit I'indice ».

(20) w?—av? = =

Soit par exemple a = 41, on aura
A, = 32, By =25,
s =17, H=9: o =19, 74 = 3,
ce qui donnera
13%-—41-12 = 128, 32—41-1% = —32.
Soit, comme second exemple a = 89, nous aurons
4, =500, By=53,
s =9, 4 =1; o =217, 7y = 23,
d’ott il résulte
1132—89-11% = 2000, 26°>—89-3% = —125.

XVI. Des équations toujours résolubles.

Nous savons que, dans une équation résoluble de la
forme s
@) ' n?—av? = (—1)°4,
la base a est toujours un nombre de la forme 8k 5, mais
nous ne savons rien sur la condition nécessaire et suffi-

sante que a doit satisfaire, pour que 1’équation (1) soit ré-
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soluble; c’est-a-dire que, & ce point de vue, I’équation

susdite est plus compliquée que les deux autres équations

indéterminées
(2) n?—av® = (—1""2, a=4v+3,
{3) w—av? = —1.

En effet, soit 4» 4 3 respectivement 4»+1 un nombre
premier, nous savons que les équations (2) et (3) sont ré-

solubles, pourvu que nous ayons respectivement
(4> a = (4y+3)2z+1’ a = (47;—{— 1)21+1 )

~ ol les exposants sont des positifs entiers impairs quelconques
Quant a 1’équation (1), posons

(5) a = (8y 4+ 5)*et

ou 8»+5 est un nombre premier, nous ne savons dés i
présent rien sur la résolubilité de cette équation; mais nous
avons a démontrer, & une - autre occasion, que la résolu-
bilité de I'équation (1), qui correspond & la base (5), dé-
pend du nombre pair dans un des développements
(6) a = o?+ g2

Mais, quoi qu’il en soit, il est facile de démontrer ld
proposition:

I. 11 existe une infinité de bases, et de pre-
miére et de seconde espéce, pourlesquelles I’équa-
tion (1) est résoluble.

En effet, posons
() a=Qe+1V+(—1)4, u=2a+1, v=1,
nous aurohs, quel que soit le positif entier «,
(8) w?—av® = (—1)'4

Cela posé, il nous semble utile d’étudier plus ample-

ment les deunx équations de LAGRANGE qui correspondent
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. V, 4. 5
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A I'’hypothése susdite,” mais ces équations sont si analogues
que nous pouvons nous borner & étudier par exemple la

seule valeur ¢ = 0, ce qui donnera
(9) a=2e+1)*+4=4a"+4a+5.
Appliquons les mémes significations que dans I'article
XII, nous aurons ici
$s=2e+1, =1
o= Qa+1+2, ¢ =4a+2

' Qe-+1P+32a+1) Qae+1)241
Al — < 2 Bl =T T .
2 2
Etudions ensuite I'équation
(10) ?—av* =4+ @—1),
nous aurons, en multipliant ces deux autres
1P—g-1? = —(a—1)
Qaet+1)2—a-12 = —4,

pour u et v, les expressions
0 = .(4a2+4a+5):|:(2a+ 1), v=Qa+1)+1,
de sorte que nous aurons, pour ¢ pair,
[(2a2+3a—|—3)2———a(a+1)2 =4+ 4at+4
(1) ] | <a2+g+1>2—a(ﬁ>2=a2+a+1,

9

tandis qu’il résulte pour « impair
2 2
<a2+30¢;k-3> _a<a+1> — Ptat1
2 2
Qe +tat+2—aue® =4+ 4a-+4.

(12)

Quant aux équations (4) de Varticle précédent, nous

aurons ici
B+ 6a+4)2—a@a)? = 84,;

4e®+2a+2°—a2a+2)> = —84,,
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ce qui donnera pour e pair

305 2 o 2 A1
[+ ) =) =

(13)
Qe +a+1?—ale+ l)2 = —24,,
et, pour « impair
2a+3a+27—aa® = 24,

(14) (2 u—i—l>2~ <a—}—]>_ﬁA1
o +———2 a B = 5 -

XVIIL. Des paramétres 4 p¢.

Dans I'article X, nous avons indiqué une infinité d’équa-
tions de LAGRANGE du genre 2 qui conduiront, par I'opéra-
tion itérative, 4 des équations du genre 4. Dans ce qui suit,
nous avons a étudier des équations aux paramétres com-
posés, I'opération itérative desquelles conduira toujours a
des équations du genre 2.

A cet effet, nous supposons résoluble I'équation

(1) n®—av? = (—1)%4p¢,

ot p est un nombre premier impair, tandis que cette autre
équation

2 ?—av® = (—1)°4

est irrésoluble, quel que soit I'exposant &, ce qui entraine
que I'équation (1) est toujours du genre 2.

Or, I'équation (1) étant résoluble, toutes les équations
des formes

@) w—ar’ = ()PP, wi—art = 1%,

déduites de (1) par 'opération itérative, sont aussi résolubles.
Et, chose curieuse, l'inversion de cette proposition est
aussi vraie avee certaines modifications.
En effet, désignons par x le plus petit exposant pdur
lequel une équation de la forme o
5*
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4 w?—av? = (—1)"4p*
soit résoluble, nous disons pour abréger que (4) est I'équa-
tion primitive appartenant au nombre premier p, et, cette
définition adoptée, nous avons a démontrer la proposition
curieuse:

I. Toutes les équations résolubles des deux
formes
(5) 2 —av® = (— 1) 4p®, wd—ar® = (—1)p*
proviennent de I'équation primitive par opéra-
tion itérative, de sorte que ’on aura

(6) 6= 0Br+1)z, «= 3sa.

Etudions par exemple tout d’abord la dernitre des
équations (5), nous avons a démontrer, en premier lien,
que cette équation n’est jamais résoluble pour = < «.

A cet effet, soit x multiple de #, savoir x = ms, 'opéra-
tion itérative donnera, en vertn de l'équation (5) susdite,
I'équation résoluble

112——(1’1)2 — (__l)oc'pmr — (ﬁl)oz z’
ce qui est impossible, parce que 'équation primitive n’est
pas décomposable.

Soit ensuite .

@) x=mr+tn, 1<n<e<u,
on verra, par I'opération itérative, que I'équation

. u2—0U2 _ (_ql)/;?pm‘r
est résoluble, ce qui entraine, en vertu de (4), que cette
autre équation

w—av® = (—1)¥4p"

est aussi résoluble, bien que n << x; ¢’est-a-dire que I’hypo-
these (7) est inadmissible, de sorte que 1’on aura nécessaire-

ment
T > %,
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Posons maintenant
(8) v =cx+b, 0<b<ux
nous aurons, en vertu de (4), une des deux équations
ut—av® = (—1)"4p**, wr—av® = (—1)ﬁ1p"”,

“ce qui donnera, en vertu de l'équation (5) en question,
respectivement
w?—ar? = (—1)%24p", w®—ar® = (—1)%p",

équations qui sont toutes deux impossibles; c¢’est-a-dire que
z est nécessairement multiple de #, et, conformément aux
propriétés fondamentales de I'opération itérative, ¢ est aussi
multiple de 3.

On voit que la premiére des équations (5) peut étre
traitée suivant un procédé analogue au précédent.

Remarquons encore, en passant, qu'une équation réso-
luble, non-décomposable, de la forme

w—av? = (—1)§2p9 ,

oll p est un nombre premier impair, a des propriétés ana-
logues a celles de I'équation (1).
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QUATRIEME PARTIE

D’autres équations de formes spéciales.
XVIIL Le paramétre o = a—1.

Dans nos recherches précédentes, nous avons mis en
pleine lumiére I'insuffisance de la régle, rapportée sans cri-
tique par feu M. Lampe’, pour la formation des solutions
de I'équation de Lacranee
1 ?—an? = (—1)’(a—1).

Néanmoins, il nous semble utile d’étudier un peu plus

amplement les sunites coordonnées de I'équation (1) qui
correspondent a la solution évidente

(2) .u=1, p=1.

A cet effet, multiplions 1'équation susdite et I'équation
générale de FErmAT, ayant la base a,

3) A —aB? = (—1)",

nous aurons

@ (4, +aB)l—a(d,LB) = (—)"(1—a),
ce qui nous conduira 2 étudier les deux solutions
i (A, +aB,, A, +B)

o | (14,—aB,|, 14,~B,D

ainsi obtenues, et nous avons tout d’abord a démontrer

les deux lemmes suivants:

1 Jahrbuch dber die Fortschritte der Mathematik, t. 32, p. 197; 1901.
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I. Soit @ > 5 une base, quelconque du reste,

nous aurons toujours
(6) ’ A >2B_,
inégalité qui est vraie aussi pour a =5, n> 1.
En effet, remarquons que I’équation quadratique
(7) fx) = 2 —aBl—(—1)" =0
a les deux racines x = 4+ A4 , et que nous aurons
f@2B,)=(4—a)B— (1" <0,
pourvua que a >5 ou a = 5, n > 1, Uinégalité (6) est évi-
dente. Quant a I’hypothése a = 5, n = 1, elle .donnera
‘ A, = 2B,.
Démontrons maintenant le second des lemmes susdits.
II. Soit @ une base plus grande que 3, mais

quelconque du reste, nous aurons toujours, quel

que soit I’indice n,
(8) aB, > 24, .

Appliquons les inégalités évidentes
B,<A,—B,<A,+B,<BA +4,B, =B,
nous aurons de méme, en vertu de (4), .

A, <|aB,—A|< Apiys

de sorte que aB,—A,, est certainement posilif, ce qui donnera

ab, >2A ,

P

et I'inégalité (8) est évidente. On voit du reste que cette
inégalité est aussi applicable pour a = 5, n = 1.
Quant aux deux cas exclus
a=2, a=3,

je dis que nous aurons, pour n >1,
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a
(9) 9By <4, <2B,,

tandis que 'hypothése n = 1 donnera
(10) 4,(2) =B(2) =1, 4,3) = 2B,(3) = 2.

En effet, soit a = 2 ou a= 3 et n >1, on aura, en

vertu de (7), f(2B) >0

tandis que I'hypotheése a = 3, n =1 donnera
f2B) =0,
de sorte que nous aurons, le cas particulier susdit exclu,
A <2B .
Soit ensuite ¢ = 2, la seconde des inégalités est évi-

dente, pourvu que n >1, tandis que l'hypothése a = 3
donne la formule récursive

24, —3B,= A
de sorte que 24 >3B, .

n—1?

Cela posé, nous avons démontré la proposition, curieuse
en comparaison avec la régle insuffisante susdite:
I1. Seit a > 5, I’équation (1) admet toujours,

dans 'intervalle In+1, ou n=1, les deux solutions
(11) (aBn—!—An, A -+B)), (aB,—A4,_, A,—B.),

tandis que 'intervalle I, ne contient que la solu-
tion évidente (1, 1).

Quant a la valeur exclue a = 3, 'équation (1) n’est
que du genre 1; c’est-d-dire que l'ensemble de ses solutions
forme une suite fermée, et, dans ce cas, la régle fameuse

donne toutes les solutions de I'équation susdite.

XIX. Les paramétres @ = a—+1, w = a+2.

Dans nos recherches précédentes, nous avons souvent
appliqué les solutions de I’équation
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(1) Ai—QBf‘l = (—1)";

il nous reste encore de démontrer, a 'aide de ces nombres,
la résolubilité de certaines équations de LAGRaNGE de
formes singuliéres. Et, 4 cet effet, nous avons & démontrer
les propositions suivantes:

I. L’équation indéterminée

(2) w—avt = a+1

est toujours résoluble pour les bases de seconde
espéce '

(3) a = 2g(cx+1),

ot 2e¢-+1 ne doit étre égal A aucun des nombres 4,,,.
On voit immédiatement que I’équation (2) est, pour la
valeur susdite de a, satisfaile par

(4) 0=2c+1, v=1,

de sorte qu’il ne s’agit que de déterminer le nombre «, de

sorte que a ne devienne pas un carré exact, savoir
2a(et1) = 42,
ou, ce qui est la méme chose,

Qe+1)2—252 =1,
ce qui donnera
») 2a+1=A4,,, 8= B,,.

On voit que o« = 1 donnera I'équation
u?—124y = 13,

satisfaite par @« = 5, v = 1, tandis que I'hypothése « = 4
conduira a I'équation
u?—400* = 41
ayant la plus petite solution # =9, v = 1.
II. L’équation indéterminée

(6) w—av=a-+2
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est toujours résoluble pour les bases
(7) a=2ee>—1,
ol « ne doit &tre égal 4 aucun des nombres By, ;.

On voit immédiatement que I'équation (6) est, pour la
valeur susdite de a, satisfaite par

(8) n=2a v=1,
et il est évident que I'hypothese

¢ —1 = g2
donnera

(9) 18 = AZ?/—!—I! o = A21/+1’

de sorte que ces valeurs de « ne sont pas admissibles.
Remarquons. qu’'une infinité de nombres (7) sont des

bases de premiére espéce, ce qui a par exemple certaine-

ment lieu, pourvu que

. 20" —1 = 482+1,
ce qui donnera

(10) o = As,, 8= B,,.
Soit, par exemple ¢« = 3, on aura I’équation
u?—170* = 419,
satisfaite par u = 6, v = 1.
11 est bien curieux, ce me semble, qu’il existe aussi

une infinité de bases de seconde espéce qui sont de la
forme (7), ce qui a par exemple certainement lieu, pourvu que

) 2¢?—1 = 2—2,
savoir
(11) o= By,, B= A4,,.

On voit que, pour ces valeurs de e, le second nombre
de T'équation (6) est toujours un carré exact, savoir

2B2,+1 = AZ,.

Soit par exemple ¢ = B, = 2, on aura I'équation
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B?—70° =9,
satisfaite par u = 4, v = 1.
III. L’éguation indéterminée
(12) w—av® = a—2
est toujours résoluble pour les bases
(13) a=2a¢+1,
ol o« ne doit étre égal a allICllIl des nombres B,

Il est évident que I'équation (12) est, pour la valeur
susdite de «a, satisfaite par

14) n=2¢, v=1,
et I’hypothese

2¢%+1 = g
donnera
(15) @ = By, B=4,,

de sorte que ces valeurs de « sont exclues.

Quant a la base (13), on aura
(16) 2e¢°+1 = g2+9,
pourvu que ‘

e =24,,, B=4B,,,

mais j'ignore s’il existe une infinité de bases de premiére
espece de la forme .
16 B3, + 9.

On voit, au contraire, que la base (13) est certainement
de seconde espéce, pourvu que

amn C 2af+1=g+2,
ce qui donnera
(18) ﬂ = A21’+1! o = B2V+l‘

Soit par exemple « = 6, on aura 'équation

> —1730* = +71
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qui est satisfaite par o = 12, » = 1, tandis gque T'hypo-

thése « = 3 donnera
u?—190® = 17

ayant la- solution w = 6, v = 1.

XX. La base a = «*— 1.

Etudions maintenant les équations de FrrmaT et de
LacranGge qui correspondent & la base

a = a?—1,
oll « est un nombre entier, plus grand que l'unité.

A cet effet, revenons aux polynomes ¢ (z) et , («)
définis dans larticle VI, puis posons

[e) =i g (i0), g, («)=1i "y, (i),

nous aurons pour n = 2

=5
ol = 27+ > ey (T e
W <
0@ = > 0T wr
5=0
et particuliérement pour n =1
(1 bis) @ = gl =1,
ce qui donnera, pour les solutions de I'équation de FERMAT
(2) A2 —(e®>—1)B2 = 1,
I'expression générale
3) A, = f(e), B, = g,(«)
Cela posé, désignons par
) (59 t)s (a5 B)s o ovs (s, 1), oo

une suile de solutions ou de l'équation (2) ou de I'équa-

tion de LAGRANGE correspondante
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(3) B (1) = (—1)w,

nous avons a démontrer les deux propositions suivantes:
I. Les éléments de la suite (4) satisfont aux for-

mules récursives

Sn = atn"_tn-l ’
o |

tn = zl11—1 + Sn—l *

En effet, la derniére de ces deux formules n’est autre
chose que la formule récursive de Laerange, tandis que
la premiére des formules susdites est une conséquence im-

médiate de cefte autre formule récursive
—_ 2
(7) s, = as, +(*—1t _,.

Appliquons ensuite les formules (6), nous aurons immé-
diatement la seconde des propositions susdites:
II. Les éléments de la suite (4) satisfont a la

condition
Sn—_sn~1
a_? = tn+ tu—i
8)
sn_f_sn—l _
o+ 1_ — tn_tnfl'

Quant &4 l'équation de LAGRANGE, remarquons tout
d’abord que I'équation spéciale

{9) w2 (e2— 1 = 2+ —2rsc
admet les solutions réeiproques

{9 bis) (er—s, r), {as—r,s),

il est évident que cette autre équation spéciale
10 W —(a®— 1) = 2rse + 12} 52

a les solutions réciproques

{10 bis) (er+s,r), {(as+r,s),

tandis que les solutions générales de ces équations de-
viennent respectivement
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(rf, () —sf,_ (@), rg {e)—sg, (o),
(sfyl@)—rf,_1(a), sg,(e)—rg, (&),
(rf (@) +sf, (@), rg,(e)+sg, (),
(sfyle)+rf,_ (&), sg (&) +rg, (@),

Or, dans les formules (9) et (10), il faut supposer in-

(11)

égaux les deux positifs entiers r et s, car 'hypothése r = s
conduira, aprés une légére modification, aux équations ir-

résolubles
w?— (> — 1) = 2—2¢

2 ; g
(12) { u?— (e —1D* = 2+ 2,

équations que nous avons a étudier plus amplement, dans
Tarticle qui suit.. k

Revenons maintenant 2 1'équation générale (5);, nous
avons 4 démontrer la proposition fondamentale:

IIl. L’équation de LAGRANGE
w?—(@—1D* = (10

est toujours irrésoluble, pourvu que v < 2¢—2.
En effel, étudions tout d’abord les équations susdites
qui admettent, dans lintervalle I;, une solution (u, V),

nous aurons
u=a—s, v=1,

ce qui donnera, en vertu de (9),
w=25a—s"—1>20—2
Supposons ensuite qu’il n’existe aucune solution située
dans Vintervalle [;, puis désignons par (u, ») et (uy, vy)
deux solutions réciproques, nous aurons donc
nze, v=1l; yy=2e, v, 221,

ol les signes d’égalité ne sont pas simultanés, ce qui don-
nera, en vertu de la propriété fondamentale des solutions

réciproques,
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o=y t+mv =2,
et nous savons dés & présent que le paramétre v = 20 —2

‘n’est pas admissible,

XXI. Sur I'équation (e¢+ 1) % —(e«—1)2* = 2.

II nous reste encore d’étudier plus amplement les deux
équations irrésolubles (12) de Particle précédent, savoir
(1) w—(e?— 1D =2—2¢a
et 'équation obtenue de celle-ci, en changeant le signe de «.

A cet effet, posons, conformément aux formules (8) de
I'article précédent,

L@+ fua@)

o 2, (e) w1 9 (e)—g,_ ()
) =B g, o,

ces polynomes entiers sont tous deux du degré n—1 par
rapport & «, et nous aurons immédiatement la propo-
sition :

I. L’identité algébrique
3) e+ 1D)®—(e—1? =2
admelt comme solution générale, en ‘polynomes

entiers,
ua=zx/(ac), v=72,(0,

de sorte que I'on aura, quel que soit I'indice n,
4 (@4 1) 22 (@) — (@ —1) 22 () = 2.
Quant a ces polynomes curieux x, () et 1 (a), les pre-
miers deviennent
(1,1), Qa—1, 2a+1), da®—2a—1, 4a>+2a—1),

tandis que les définitions (2) donnent immédiatement

(5) (@) = (—1)"7'2 (—a),
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et il résulte, en vertu de la formule (7) de I'article précédent,
#,(0) = [, (@) +(e—1)g, (o)
© { I (@) = fo () + @+ 1), (@),
de sorte que nous aurons les identités
A (@) + o, (a) = 29, ()
(1) b () =2, () = 2g, (e)
(e+ 1Dz (0)—(e— DL, (e) = 2f,_ (e,
dont la derniére, combinée avec (4), donnera
[ e+ Dx(@)g, (o) =2, (0)f,_ (@1
| @D @, @) =z @[, _(+1.
De plus, il résulte, en vertu de (18),

(8

dfe)y—u () =2, () tz, (&)=1, («)—=,  (e)+2 xnl.l(a),
ce qui donnera la formule curieuse

© A (w)=2,(x)+2 (xn_l (o) -+ ”n—z(“) e (Dt)) s
~ou, ce qui est la méme chose,

(10) 9,() = 2 () T2, (e)+...F 2 (),

de sorte que nous aurons, en changeant le signe de &, puis
appliquant l'identité (5),

A1) g (&) = A () —1, )+ ...+ (1)1 ().

Revenons maintenant a I'équation irrésoluble (1), nous

aurons
(24 (a2 —1)1?)* —(®—1) Quv)® = 4 (« —1)2,
de sorte que les formules
u=(«—1Ni,(«), v=2,/(c)
dennent, en vertu de (4),
foni(e) =(@—1D22 () +1 = (1)« () —1
“){%ﬂm:%@n@,
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formules qui sont analogues aux formules de LAGRANGE
f?.n(a) = 2fi(0£)—1 4 an(a) = 2](“(05) gn(t)&).

Or, remarquons les identités
sin na

fo(cosx) = cosnx, g, (cosx) = "———",
il est évident que les identités algébriques que nous venons
de développer ne sont autre chose que des formules tri-
gonométriques élémentaires.

Cela posé, nous avons 2 étudier I'équation indéterminée,
obtenue de I'identité algébrique (4), en supposant que e
soit un positif entier quelconque, ce qui nous conduira
tout d’abord a démontrer la proposition:

II. Soit « un positif entier quelconque, I’équa-
tion indéterminée
(13) Qe+ D2 —Qa—1)* =2
admet, comme solution générale,

{(14) u=z%,2a), v=2,_2a).

En effet, il est évident que ces nombres satisfont a
Iéquation susdite, de sorte qu’il nous ne reste que de dé-
montrer que ’équation (13) n’admet pas d’autres solutions.

Or, soit (z,v) une solution quelconque de (13), les nombres

s=Qe-+Du, t=nv

satisfont évidemment a I'équation

sP— e =1 =22a+1),
ce qui donnera

(P4 (42— 1) —(de?—1)(2sH)® = 4(2a+1)2,
de sorte qu'il existe un indice m, tel que

A =2a¢—Dv*+1 = (20&—5—1)[12_1

m

B, =uv,

Vidensk. Selsk, Math.-fysiske Medd. V. 4, 6
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et, je dis que, dans ces formules, I'indice m est nécessaire-
ment impair.

Soit, en effet, m un nombre pair, savoir m = 2r, on
aura (2 +1)u® = 242,
ce qui est inadmissible.

Posons donc m = 2r-+1, il résulte, en vertn de (12),

u==xQ2a), v=1.02a).
Cela posé, nous aurons de méme cette aulre proposition:

III. Soit « un positifentier quelconque, I’équa-

tion indéterminée

(15) (e+Dud—w? =1
admet, comme solution générale,
(16) u=2,2¢+1), v=12,2c+1).

Soif, dans l'équation (15), e« un carré exact, nous re-
trouvons l'équation de FErmaT, étudiée dans larticle VI;

2

posons ensuite ¢ au lieu de «, puis fenons compte des

degrés des polynomes en question, nous aurons

17y «d, (2 o> +1) = Popi (@), x,(2 o+ 1) =y, (a)
Soit, au contraire, dans (15), ¢« -+ 1 un carré exact, on

aura de méme

18 axn(onc?‘—]) = fon_1{(), ln(‘Zocz-—l) = gy, ().
On voit que P'équation (13) conduira a des résultats
analogues concernant les équations de LAGRANGE

(19) u?— (6> +2)* = =2,

ot les signes correspondent, pourvu que 2«1 soit un
carré exact.

En effet, posons g = oc]/§, nous aurons, pour les signes
supérieurs

(20) u, = ﬂ?znﬂ(l/_%) s Uy = ’Pzﬂ—l(l'/%) ’
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tandis qu’il résulte, pour les signes inférieurs, les formules
analogues

XXII. Sur les bases réguliéres.

En terminant cette étude sur les équations de LLAGRANGE,

nous avons a revenir a la base
15130 = 5(55%+1) = 123241,

mentionnée dans larticle XI.
A cet effet, démontrons tout d’abord le théoréme curieux:
I. Désignons par a une base réguliére. puis
supposons résoluble I’équation de LAGRANGE
(1) w—av® = a—(—1)w,
cette autre équation indéterminée
(2) a(@yr+1) =+ (1)’
est aussi résoluble el admet une infinité de solu-
tions.
En effet, il est évident que 1'équation (2) se présente
sous la forme
(3) @ —a(ay® = a— (1o,
ce qui n’est autre chose que I’équation (1), dans laquelle
les nmombres » sont multiples de a.
Or, soit
(4) (uy, v)) (W, vy) ... (u,, v,)....
une suile quelconque formée des solutions de 'équation
(1), nous savons que le diviseur a appartient a cette suite;
c’est-a-dire qu’une infinité des nombres », est multiple de a.
Soit ensuite v, le premier des v, qui soit multiple de a,

les nombres
(%) X =Wytars Y = Vutaks
6*
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ol k est un entier non négatif, mais quelconque du reste,
représentent I'ensemble des valeurs de x et de y tirées de
la suite (4).

Cela posé, on aura immédiatement, comme corollaire
du théoréme I, cet autre:

iI. Soit @ une base réguliére qui admet le para-
metre a—1, il existe une infinité de bases de pre-

miére espéce parmi les nombres
(6) a{a®kt+1).

ou k est un positif entier.
A cet effet, nous avons a résoudre l'équation indéter-

minée

(7 a(@y?+1) =22+1,
ou, ce qui est la méme chose,

) *—alay)? =a—1,

et cette équation est résoluble, parce que a est une base
réguliére, et I'équation de LAGRANGE

)] n?—av® = a—1

est supposée résoluble.

On voit, en vertu de (9), que la base a est toujours la
somme de deux carrés premiers entre eux.

Soit donc a une base de premiére espéce, les équations
(7) et (9) admeltent le méme nombre de couples des suites
coordonnées,

Soit, au contraire, ¢ une base de seconde espéce, les
solutions de I'équation

w?—av’ = 1—a,
toujours résoluble, ne donnent aucune solution de I'équa-
tion (7).

Exemple 1. Soit a = 5, nous aurons, en vertu de (8),

4 résoudre I'équation '
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(10) x?—125y% = 4.

Soit donc (u,, v,) et (u,’, v,') les éléments généraux des
deux suites coordonnées formées des solutions de I'équa-
tion der LAGRANGE

n?—1250% = +4,
de sorte que (u, vy est la solution primitive (11, 1), Ia
solution compléte de I'équation (10), ou, ce qui est la
méme chose, de ].’éq,uation
11 - 5(252+1) = ¥+ 1,
est formée des couples

v

n 2n? yn = 2n

T = Uy s Yy T Uppgs
de sorte que nous aurons
x =123, y' =1,
valeurs qui conduiront & la base 15130.

Exemple II. Soit a = 221, cette base de seconde espéce

est réguliére, parce que l'on aura
A, = 1665, B, = 112.

De plus, 1’équation
(12) u? —221¢* = 220
admet deux couples de suites coordonnées, dont les élé-
ments primitifs sont

(21, 1), (47, 3).

Désignons ensuite par (s,, £ ) et (s,’, "), (o, 7, ) et (¢, z,)
les éléments généraux des deux couples de suites en ques-
tion, la solution compléte de I’équation indéterminée
(13) 221 (22122 +1) = a*+ 1
est formée par les deux couples de suites coordonnées

(Syt-21k> Tyromir)  (S)toonrs Tioery)

’ ’
(GM +-221m 3 T‘LL—I— 221 m) (le +22in> Ty4221 n) H
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otr £, et {, 7, et 7z, sont les premiers des nombres { et
t, r, et v, qui soient multiples de 221.

Quant a la base 5, nous avons encore a résoudre I'équa-
tion indéterminée

(14) 5(26*+1) = 21+ 4,

ou, ce qui est la méme chose,

(15) *—125y2 =1,

de sorte que nous aurons généralement

(16) T = Agps Y = By

ol nous avons posé, quel que soit l'indice m,
amn AZ —125B% = (—1)™.

Cela posé, les bases de premiére espéce définies par
Véquation (14), se présentent sous la forme
(18) a, = 5(25B;, +1) = A], +4,
et nous aurons
4, = 930249, B, = 83204.
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TABLES NUMERIQUES

Les 243 bases de premiére espéce.

5
53

10
58
101
149
218
274
325
373
442
509
577
634
709
778
845
925
977
1025
1082
1130
1213
1261

Table 1.

13 17
61 65
106 109
157 170
226 229
277 281
337 338
389 394
445 449
521 530
586 593
641 653
730 733
785 794
853 857
929 937
985 986
1033 1037
1090 1093
1138 1153
1217 1226
1277 1285

26

29

74
122
181
241
293
349
401
458
538
610
673
754
809
877
949
1009
1049
1105
1165
1237
1297

37
82
125
185
250
298
353
409
461
541
613
677
757
818
881
953
1010
1061
1109
1181
1241
1301

87

1500.

41
35
130
193
267
313
362
421
481
554
617
685
761
821
901
962
1013
1066
1114
1189
1249
1306
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1313 1322 1325 1354 1361 1370 1373 1378 1381
1385 1402 1409 1417 1418 - 1429 1433 1445 1450
1453 1465 1466 1481 1489 1490 1493

Table 1.

Les 44 couples de nombres 4a+1 et 4a-5 étant tous
deux des bases de premiére espéce.
13, 17 37, 41 61, 65 85, 89 97, 101
109,113 145,149 181,185 193, 197 229, 233
265, 269 2717, 281 313, 317 349, 353 397, 401
421, 425 445, 449 457, 461 481, 485 613, 617
673, 677 697, 701 757,761 769,773 853, 857
877, 881 92b, 929 937, 941 949, 953 1009, 1013
1021, 10256 1033, 1037 1069,1073 1093, 1097 1105, 1109
1153, 1157 1189, 1193 1213, 1217 1237, 1241 1285, 1289
1297,1301 1381, 1385 1429, 1433 1489, 1493

Table IIL
Les 41 bases de seconde espéce et leurs décompositions:
34 146 178 194 2056 221 305 377 386
410 466 482 505 514 B54b  B62 BT8G50
674 689 706 726 745 793 802 860 866
890 898 905 1154 1186 1202 1205 1234 1282
1345 1346 1394 1405 1469.

34 = 2:17 = h2+ 3?2
146 = 2.73 = 112 52
178 = 2-89 = 1324 32
194 = 2.97 = 1324 5?
205 = 5-41 = 142+3% = 13262
221 = 18-17 = 142+ 5% = 112+ 102
305 = 5-61 = 172+ 42 = 162472
377 = 13-29 = 19>+ 4% = 16+ 11°

386 = 2.193 = 192 4 57
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410
466
482
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2-5-41 =
-233
-241
-101
- 257
-109
-281
-289 =
-13-25 =
-237 =
13-53
2-3b63
25-29
5-149
13-61
2-401
17-50
-433
.5.89 =
-449
-181
577
-593
-601
241
617 -
-641
- 269
673 =
-17-41 =
5-281 =
13113 =

/O (A I

/(I (|

B> D o
| T

l

bo

192 + 72
212 4 52
192 4 112
212 4 §2
172 + 152
23% + 47
217 4+ 117
232 4 72
23% 4112
25% 4 72
25% - 82
25% 4 9°
26% + 7
27% 4 42
282 -+ 32
212 + 19?
292 - 32
292 4+ 52
292 4 72
27% 4 132
29% + 82
252 4 232
312 4+ 152
292 + 192
34% 4- 72
35% + 32
29% 4 212
362+ 72
3524 112
372 4 5%
37% + 62
382+ 5%

Lagrange.

1724112

197 + 122

17% + 162

192 4- 172
20% + 172
232 4- 142
242 1 132
27% + 8

27% 4 112

23% 4 192

28% 4112

26° + 237

33% 4 162

352 + 182
27% 4- 262
372+ 102

89



920 Nr. 4. Niers NIELSEN:

Table 1V.
Fractions continues et premiéres solutions des équations

de FERMAT qui correspondent aux 41 bases de seconde espéce.

34 (35, 6)
5 1, (4
19 2
146 (145, 12)
12, (12)
1 2
178 (1601, 120)
13, 2, 1, (12)
1 917 2
194 (195, 14)
13, 1, (12)
125 2
205 (39689, 2772)
14, 3, 6, 1, (4
1 9 421 5
221 (1665, 112)
14, 1, 6, {(2)
1 9 4 13
3056 (489, 28)
17, 2, (6)
116 5
377 (233, 12)
19, 2, (2)
1 16 13
386 (111555, 5678)
19, 1, 1, 1, 4, 1, (18},
1 25 14 23 7 31 2
410 (81, 4)
20, (4)
1 10
466 (938319425, 43466808)
M, 1, 1, 2, 2, 1, 2, 5 1, 3, 1, (20)
1 925 18 15 14 23 .15 7 30 ¢ 33 2
482 (483, 22)
21, 1, (20)
1 41 2
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505 (809, 36)
22, 2, (8)
1 21 5
514 (4625, 204)
22, 1, 2, (22)
1 30 15 2
545 (1961, 84)
23, 2, 1, (8)
1 16 29 5
562 (220938497, 9319728)
23,1, 2, 2, 2, 4, 1, 5, 1 (22)
1 33 14 17 18 9 34 7 39 2
578 (577, 24)
24, (24)
1 2
650 (51, 2)
25, (2)
1 25
674 (675, 26)
25, 1, (24)
149 2
689 (105, 4)
2, (4)
1 13
706 (34595, 1302)
2, 1, 1, 3, (26)
1 30 23 15 2
725 (9801, 364)
2, 1, 12, (2)
1 49 4 25
745 (12769001, 467820)
27, 3, 2, 1, 1, 5, 2, (10)
1 16 19 24 29 9 24 5
793 (4393, 156)
28, 6, (4)
19 13
802 (295496099, 10434330)
28, 3, 7, 1, 3, 6, (28)
1 18 7 39 14 9 2

a1
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850 (2449, 84)
29, 6, (2)
1 9 25
866 (42435, 1442)
20, 2, 2, 1, (28)
1 25 17 41 2
890 (179, 6)
29, 1, (4)
1 49 10
898- (899, 30)
20, 1, (28)
1 57 2
905 (361, 12)
30, (12)
1 5
1154 (1155, 34)
33, 1. (32)
1 65 2
1186 (6320195, 183522)
34, 2, 3, 1, 1, 4, (34)
1 30 17 33 34 15 2
1202 (10817, 312)
34, 1, 2, (34)
1 46 23 2
1205 (7174089, 206668)
34, 1, 2, 2, 16, 1, (12)
1 49 20 29 4 61 5
1234 (586327869067265, 16691023073856)
35 7,1, 5, 1, 4, 4, 2,9, 1, 1, 2, 3, 1, 1, {34}
1 9 50 15 47 14 15 30 7 39 30 25 18 31 39 2
1282 (3410326403, 95247138)
35, 1, 4,7, 1, 3,9, 1, (34)
1 57 14 9 49 18 7 63 2
1345 (4841, 132)
36, 1, 2, (14)
149 24 5
1346 (340550115, 9282362)
36, 1, 2, 4, 1, 9, 1, 2, (36)
1 50 23 14 55 7 46 25 2
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1394 (12545, 336)
37, 2, 1, (36)
1 25 49 2
1405 (2249, 60)
37, 2, (14)
1 36 (5)
1469 (760265, 19836)
38, 3, 18, 1, (4)
1 25 4 61 13

Table V.

Solutions des équations simultanées

a=p'tq®, g+l =pv, u=ptqv,

a étant
34 =
146 =
178 =
205
221 =
221 =
377 =
386 =
466 =
54b =
650 =
689 =
745 =
866 =
890 =
1186 =
1205 =
1345 =

I

une base de seconde espéce.

52 |- 3% p=23 g=25 v =2
112452, p=5 =11 o =2
13% + 32, p=3 gq=13 wv=4
14% 4+ 3%, p=3 g=14 v =5
1124+10%, p=10 g¢g=11 w»=1
14% + 5%, p=>5 g=14 v =3
192+ 47, p=4 g=19 wv»=5
1945, p=5 ¢=19 wv=4
212 - 52, p=2>5 qg=21 =14
172+16%, p=16 ¢q=17 ov=1
2324112, p=11 ¢q=23 o =2
252 + 82, p=2_8 g = 25 v =3
272442, p=4 g=21 ov=7
292 452, p=>5 g=29 ov=26
292 -4 72, p=71 g=29 v=4
3124152, p=15 ¢g=231 o=2
342 4- 72, p =17 gq=231 wv=5
36°4+7%, p=1 gq=36 wv=25

-

u

u

i

u

u

f

I

li

l

li

193
179
123
77

177
187
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