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Soit

(1) ay, Ay, Az . .

une suite de nombres, qui-ne converge pas, c¢est-a-dire
pour laquelle la notion primitive de la limite n’est pas
applicable. Dans cet ordre d’idées on a construit, en pre-
nant pour point de départ la suite (1) une auftre suite

(2) bla b25 b3 oty

liée intimement avec la suite (1), qui effectue une répar-
tition de (1) de telle maniére que cette derniére suite de-
vient convergente. Ordinairement on exige que I'élément
bn soit une fonction linéaire et homogéne dun nombre
limité des an, c¢’est-a-dire que b, soit une moyenne des a,{,
dont la nature caractérise justement la répartition. D’autre
part on exige naturellement que la suite b soit toujours
convergente quand (1) converge, et que la limite de (1)
et (2) doit étre la méme. Entre ces méthodes de répar-
tition la sommation de Cesaro est devenue classique
dans les derniéres années (on trouve une explication de cette
méthode dans: Cesaro’s Summabilitetsmetode, 3 Foredrag af
A. F. ANDERSEN, Haratp Borr og Jous. MorLerup, Kebenhavn 1919,
que nous citerons comme C.S.1, C. S.11, C.S.m). Dans la suite

v - .
nous allons considérer une méthode de répartition par
: o
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des moyennes éloignées, dans laquelle les éléments de
la suite (2) sont de la forme

P all+1+all+2' e Qo4m
m ’

ot n et m tendent simultanément vers linfini, seulement
liés par une inégalité de la forme

(3) *kn' < m << Kn",

k, K, r étant des nombres positifs, dont r est caractéristique
pour la méthode de répartition. Bien que la maniere de la-
quelle m et n deviennent simultanément infinis soit tout a
fait spécialisée, on aura l'occasion d'étudier des apparences
trés nuancées de divergence, apparences qu’on ne peut pas
dtudier selon la méthode de Cesaro.

§ 1. Définitions et théorémes généraux.
Définition 1. La suite
(1) ay, o, Uz. - -
sera nommée convergente M(r), r >0, avec la li-
mite a si

a dn-.2. .. Apn4
(4) n—[—l’"" n;—]2 n-T—m__>_a

quand n—> et pour les valeurs de m satisfaisant
aux conditions

(3) kn" < m < Kn',
k et K étant deux nombres positifs arbitraires,

mais constants pour le méme procés de limite.

Le sens détaillé de la définition est le suivant: la suite

(1) ’ Ay, Uoy Ag. ..
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sera nommée convergente M(r) avec la somme a,
si, étant donnés troisnombres (k, K, €), il existe un
nombre N = N(, K, €) pour lequel

I

'fa_an+1—}—~.‘ An+m <,

m

quand n>N et pour chaque valeur de m satisfai-
sant & I'inégalité

kn™ < m << Kn?,

On dit que m devient infini de 'ordre r par rapport
a n.

Si la suite (1) est convergente ayant la limite a on a

an—}—l__)‘a a"+1+a"i_2_>a.“’ an+1_|— aner”*‘)Cl .

1 ’ 2 m

pour chaque valeur fixée de m; mais de plus nous ferons

remarquer le théoréme suivant.

Théoréme 1. Quand la suite (1) est convergente
ayant Ia limite a, alors la suite sera convergente
au sens M(r) avec la limite a pour chaque valeur
de r > 0.

Soit €, la borne supérieure de la suite

la—an 1], [a—ant2], ..,
nous aurons

€p—> 0
et d’autre part

___an_|_1+ .. On4-m — l(a_a11+1)+. . .(a—’an+1n)l <g
m m ="

a

et par cela

an+1+ B (111—’rm___>
m

a

pour n—> o, tout 4 fait indépendamment de la valeur de m..



6 Nr. 8. JoHANNES MOLLERUP:

Théoréme 2. Soit la suite (1) convergente M (1)
avec la limite a; alors on aura

Qn -1 —[— N
m

dnte sy

quand n—>c, si m—>o de Vordre r, p élant ou fini
ou infini d’un ordre inférieur & r et simultané-
ment au plus égal a 1.

En effet on aura par définition

an—l—l“" e AQud-m
m

—a
et encore
an+p+1+ s On4m
m—p

> a; '

car de l'inégalité
kn" < m < Kn"
on déduit
m—p<Kn"—p = (n} )r{K< n >r'_‘_P }
P P n+-p/ (a+p)

c’est-a-dire

m—p <K, (n+pr
et de méme maniére
m-—p >k (n - p)
k; et K ne sont pas nécessairement les mémes dque k
et K, mais également des valeurs permises.
Alors on aura

dntpitit . Gnim _ Gnipirt . Ongm m—p
m .m—p m

> d.

Par soustraction il vient

ant1+ ... ntpr o9
p .

Définition 2. La série Zu, s’appel.le sommable

au sens M(r) avec la somme u, quand la suite

Sty Sa -y (G = mfuy o)

est-convergente M (r) avec la limite u.
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Le théoréme que nous allons démontrer donne une re-
lation entre la théorie de sommabilité de Cesaro et la no-
tion de convergence M (r). Voici le théoréme.

Théoréme 3. La série Zu, étant sommable (C,1)®
elle sera aussi sommable M (1) — et réciproque-
ment.

1) Supposons 2 u, sommable (C,1) avec la somme u,
0ous aurons '

(5) 5(1)231+32+"'3H

n n

—>u

ou

st st - sa

n

—u| <€ pour n> N = N (g),

ce qu'on peut écrire
|si+ s+ ... sn—nu|<n-e
De la méme maniére nous aurons
151+ s+ o snem— (4 m) u| < (n4-m)-g,
d’ott Pon déduit

|snt1+sn+2+ .. snem— mu|<(2n-+m)- =
ou

311+1‘l‘311—ﬁ—2_|_ o Sngm u
m

m
<s@+1)

n
la valeur de m tendant vers I'infini du méme ordre que n

et par cela on convient que

Sn+1+311—|—2 + -+ Sn+m
® z

—u

2)® La série Zu, étant sommable M (1) nous pouvons

supposer
Sn+-1 +3n+2 —}“ - .- San
n

-0

(1) C’est-a-dire sommable de premiér ordre au sens de Cesiro.
(2) Ce théoréme réciproque m'’a été communiqué par M. HARALD BouR.
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(on peut toujours supposer u = 0 en.remplacant s'il est
nécessaire, u; par u; — u). Aprés cela il faut démontrer que

Q) Sits+ .-

n

0.

Posons
— I
n = 2P+,
. n . . .
o1l 2P>§; alors 27 tendra vers l'Infini du méme ordre

que n, pendant que n' tendra vers linfini d'un ordre au
plus égal a celui de n. Tout d’abord nous remplacons
(7) par l'inégalité

1 8 . $n
®) | s q22-l|: Sn

-0,

ce qui est possible comme le montre 'égalité

i+ 8+ s 31'{_32+---5n_ 2F
n

2p 2-4-n'"

Enfin pour démontrer (8) nous écrivons

S+t s sits 1 .33+54+
2

2p = 2p Top-1

9
I stabn s lspth s | R

op—2 22 "9 2p—1 2r°

Nous- séparons de la somme (9) le premier et le der-
nier terme, pour lesquels nous avons
s+ 8, R Sgpiq - S

n
op —> 0 et encore o — —?——-90 (10)

(on déduit cette derniére relation (10) de la définition de
M(r) ou du théoréme (2) en remarquant que l'ordre’ de
Iinfini de n’ est inférieur ou égal a celui de 2P). Enfin
nous considérons les autres termes de la somme (9):
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1 S5+ 54 1 S5 Se + 87 + 85
Ty T PE T

¢ 9p—1 p—2
11
( ) 1Sp—1__+-v-8 1 1 1
ooabig 2 e L e £
9 9p—1 T 9p—1 "1 or—2 2+§ p—1.
Ici on a
€p—1—> 0,
1 1 1 1\p—1
gp=1 T gp=2 T 5 = 1—(5) —1
et enfin
1
:)—-—P_V—>O

pour chaque valeur fixée de v.

D’aprés un théoréme de convergence bien connu de
M. ToeprLITZ (voir par exemple C. S.1, pag. 6) la somme (11)
tendra vers 1-0 = 0,

D’aprés ce théoréme les notions »sommable (C, 1)« et
»sommahble M (1)« ont le méme domaine de validité, pen-
dant que, comme nous le verrons plus tard, pour um r
arbitraive, r<C1, il existe des séries sommables (C,r), et
non sommables M (r).

Nous allons compléter le dernier résultat par le (héorémed.

Théoréme 4. Zu, étant sommable M (1) (ce qui est
d’apres le théoréme 3 la méme chose que sommable (C, 1)

avec la somme nz, on aura

) Sm+1+5m—‘r2+'»» Sm4n
n

(12 >u,

m étant ou fini ou infini au plus du méme ordre
que n.

Dans le cas ol m est fini ou infini de I'ordre n, la
formule (12) est une conséquence de la définition des no-
tions (C,1) et M (1); pour le cas que m tende vers l'in- ‘
fini d'un ordre plus petit que n, la formule (12) peut étre
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démontrée comme il suit. Nous supposons de nouveau

n = 0 et posons
n = 2°P4n';

aprés cela ce qui est & démontrer est la relation

(13) 3111+1+8m—1'—22p+ C Sm—|—n%0-

Nous posons de plus
m = 29-+4m’, 21>

m
5"

Au sens de M (1) nous aurons

Sm+1 + Sm+2+ <. - S2m —50
m

ou
Sm+1+3m+2+ - S2m
04 —> (.

Nous décomposons la somme de (13) de la maniére

suivante:
3m+1+-~-3m+11 _ 1 '3m+1+--432m+
9p T 9p—q 24
(14) |
+ 1 33 m+1+' “Sem + }» Sor—a—2 119 o “Sop—a—1t o,
2P —q¢—1 2¢-+1 g2 2p—2
R
2r°

Dans la somme R le nombre des termes est:

20 4-n' —mA 2422+ ... 2222 =
=2 +n —@+m)@Pr-11—1) =
= 2Pt p —2P- 14 20— (2P—1—1— 1),

¢’est-a-dire un nombre du méme ordre que n. D’autre part
Iindex du premier terme de R est égal a

2=9—l.m 41 = 2P~ 4120+ Y+ 1 =
= 2r—1.L9r—e¢—1.p 1L 1,
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qui est — Jui-méme — du méme ordre que n, d’oli l'on
aura '
R

Nous écrivons la partie principale de (14) sous la forme:

1
5p—q’ Em, 1 f s 9p—q—1 Sm‘)“‘ 5 €mp—qg—1,

1) 81)1, v -'9 0.

1 1 1 1 1\2~9-1 1
D gpa T Ty = 5(1*<§> )*é’-

3) 9pl_v——>0 pour chaque valeur fixée de v.

1), 2), 3) permet d’appliquer de nouveau le théoréme
de M. ToerLiTZ, lequel démontre la relation (12).

De ce résultat on déduit immédiatement le théoréme:
Soit la série Zu, sommable M (1), elle sera aussi
sommable M(r), r>1

en posant n = m’, r > 1.

Théoréme 5. Soit la série Zn, sommable M({r)
avec la somme u, elle sera aussi sommable M (s),
s>r, avec la méme somme 1. _

1) Tout d’abord nous envisageons le cas 0<<r<<s-<1
et supposons comme toujours u — 0. Les indices m et p
tendant vers linfini de l'ordre r resp. s on aura

p=mg+p,0<p <m
Posons

Up41-F .. Ungp . Un+1 + . .. Ua4m .E_|_
p m p
(15) SELIEL N SERNELUES LG N
m p
+un+(q-—1)m—|—1+ e un+f1m_ﬂ_|_1j
m P p
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Ici Ij——>0 parce que le nombre des termes de R est

» ,
p' <m<p. D’aulre part la partie principale de (15) tend
vers ( d’aprés le théoréme de M. ToerLiTz; en effet dans
Un—!—1+ o Und-m | m

m
facteur tend vers 0, pendant que la somme

chacun des produils etc. le premier

m  m mq
—4=+4+... = -2 >1.
rp p ‘ P

2) D’aprés cela nous allons montrer le théoréme sous

la condition
l<r<ts<<ri

En supposant de nouveaun u == 0 et en écrivant [z]
pour le plus grand nombre entier qui est contenu en x
on aura au sens de la définition de M (r):

Sn+1 -+ 311+2‘+‘ « -+ Sn o [n")
n’

—0,

d’ot1 nous allons démontrer la relation

Sn-1 ‘JF Sn—}—2_|'_ . S““‘[ns]*

8

n°

> 0.

Pour cela nous écrivons

[311+1"‘!" c o Sk (ns) 311—(—1"’_~~ -3[ %] 1
— n . s*r_}_

n’ n’ n

(1)
|
|

Dans la somme (16) chacun des deux termes tendra

vers 0; en effet, le nombre des termes dans le numérateur

du premier membre est

-
lAnrJ —n<n”
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parce que %<r. Dans le second membre nous avons des
termes du nombre .

n -] — 7]
c’est-a-dire de l'ordre n®, pendant que le premier index
dans le numérateur est précisement [n%]—i—l,d’ofl Pon voit
que le second membre tend aussi vers 0.

3) D’aprés cela le théoréme peut étre démontré facile-
ment pour le cas général; en effet, si r<< 1 Jle théoréme
est déja démontré pour s <1 et d’aprés le théoréme 4 aussi
pour s> 1; dans le cas r = 1 nous avons le théoréme 4;
enfin pour r>1 nous formons la suite

Sy, Say Sg ..
ol
r<<s < r? sy <8< sf, 32<53<s§. .., $Sn—> % pour n—co,
le nombre s étant enfermé entre deux membres consécutifs

de celte série, le théoréme sera démontré pour chaque s << r.

Théoréme 6. Les nombres r et .t, t>0, 0<<r<_1,
étant donnés, il existe une série Xu, sommable

au sens (G, f) et non sommable au sens M (7).

(I1 existe par exemple une série sommable (C, 0,0001) et non som-
mable M (0,999), qui est spécialement préparée pour les valeurs 0,0001
et 0,999; la série sera sommable M (1) parce qu’elle est sommable
(C, 1). . )

Pour démontrer ce résultat nous appliquons les nota-
tions usuelles dans la théorie de Cesaro en écrivant

- ® n+k\ _ (n+k) (n+k—1).. . (+1)
(1/) An _ k = )

n!

(18) SO — aWu 4+ a®n 4. 4%,

Zu, étant sommable (C, ) avec la somme u, si pour
n—o on a
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| s¢
(19) ] rg) —> .
Pour obtenir les relations entre les quantités sy s; ...

et les S nous partirons de 'équation, valable pour |z|<(1:

(20) Zspan=(1—a) 28 xn =T AL V. = g pn
(voir par exemple C. S. 1, pag. 20),

d’olt on aura 7
—t—1 —r—1 —i—1

n——l
¢’est-a-dire
so= A0 .80
—i—1 (1 —t—1 t
si= A TS0 4 4 Y0

—t—1 i —i—1 1 —t—1 £
sn= AT P AT T SO AT T80

n—1

Les derniéres formules montrent comment de la suite
ol . . . .ee
S“ () ... on peut déterminer la série Zu,. Par addition

(voir C. S. 1, pag. 18 (8)) on obtient
4 D o) (—1) () (—8 @
(23) SO—}_SI+' c o 8n = A" S() + An_1‘51 + ot A() Sn’
et encore
SoFsi+ . Sagem =

(24) _ _ _
A( 1) Sg)+ A( ) S(i)+ A( 1) ‘-(l)

n+m n+m—1 n+m

el par soustraction
311+1+311+2+ v Sn4m =
[ (=10 (—1 {8 (4 (—D (=)
@5)] Sy (A — A )84 — A

n--m

n—41 :

n-tm"*

En divisant par m nous aurons la formule qui sera
fondamentale dans la suite:
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311—4-1"*—311—1-2—" < - Spdbm
m

(B 4@ =1 (—0 (1) 0740 D
i)“.AO (A11+n7_“A11 ) i . Al (Anﬁ—m—l—An~1)+
40 m A0

() o (—t = () (¢ —D
+bn .An (Am _A() ) Sn+1_An+1'Am—1

40 0]
An m An—(—l m
(1) () (-8 ] &) —
+ n42 An 2A1n—_2+ S§1+m ‘An—‘—m AO
A(l) o A(l) :
n+2 m n--m : m

Nous appliquons maintenant un théoréme remarquable
de M. ToeprLITZ (Uber allgemeine lineare Mittelbildungen, Prace mat.-
fiz. t. XXII; voir aussi: C. S. 1 Hj=lpesatning II A); M. ToEPLITZ re-
garde des formes linéaires des variables s;, s, ... ol cha-
cune des Iy contient un nombre limité des variables s:

f = a8+ ... AnSn
@7 Iy = My 81~ .. @on,Sn,

les air étant des nombres donnés. Le théoréme mentionné
est: Afin que pour chague suite convergente s, s, ... la
suite correspondante #, f, ... soit également convergente

ayant la méme limite:

lim {, = Lim sn,
n-—»o n—>>w

1l est nécessaire et suffisant que ces trois conditions soient

remplies: .
1. lim (Z apg) = 1
p—> (q)
2. lim Apg =0
p—>

3. Z|apg| <M,
@
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M étant une constante indépendante de p. Nous posons
maintenant dans les formules (27) pour les variables s les
nombres

Sf)t) S(It)

A0 40
et allons constater que les conditions (1), (2), (3) sont
remplies. Quant a la condition (1) il est nécessaire de con-

sidérer la somme:
() (=0 (—1) ® (—1) (-0
AO (A _An )+A1 (A —4 )

n-4m n—+m-—1 n—1
T

+. ..
m m

AS) (A(—— b} A(D_ l)) A(l) A(— 3] A(l) A(-— 2]

m

(23) + _‘_ n+149m—1 + n4-2 m—2+ o
m m m
AD gD 4
n-t+m*0 _ “ngm no__
+ m m
n+m-+1—@m-+1)

1 (voir C. S.1, pag. 17 (7).
m

Pour remplir la condition (2) il est nécessaire d’avoir

pour chaque valeur fixée de v
@ =0 9
AT (4 —A

n+m—v n—y

(29)

)7>0;
m

(29) est valable indépendamment de m, parce que Ag) est
de lordre r et
n+m—v)t—=0, (n—v)"t—0.
Pour la condition (3) on peut remarquer que pour
0<#<<1 tous les nombres A sont positifs, tandis que les
nombres

(—b (—t (Sl L i) (—t =t
AT — AT 4 — A A AS

ntm n-+m—1 n—1* - m

sont négatifs (voir C.S.1, pag 18); par cela on a pour la
somme des valeurs absolues des termes dans (28):
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7 (=8 (—8
A] <An— 1 v_AnJ—m—l)

O (—t -8
AO (AII '— An—f—m) + +
m m o

@ (4D (=1 (£) =5 (t) (—1)
_{_An (AD hArjI__)+AIL+1An1—I+An+2Am~2+

m m m
A(t) ToAD : ] (=9 ) A(l‘)

n4m M0 n--1“*m-—1 n-{-m
AT — 142
R — - — ,

(—1
AD

(en appliquant (28) elle-méme). La question est ainsi ré-

duite & savoir si la somme des termes positifs

(t) (=1t ®
(31) An-}—lAmkl_{- T Aner

m

(—1)
AO

5

reste inférieure 4 un nombre fixe M (indépendant de m, n);
on voit immédiatement que le moindre terme dans (31)
est le premier, et ce terme est pour n—> o de la grandeur

t
» n . s
nt-m—t = (—), c’est-a-dire, ce terme.tend vers linfini
I

aussitét que m tend vers l'infini d'un ordre inférieur a n.
Alors il existe une série sommable (C, ), mais pour la-
quelle la quantité

Snt1+ Sut2t . Saim
m

diverge, quand m-—>< de l'ordre donné r, 0<<r<C1. Le
théoréme est donc démontré.

On démontre de la méme maniére qu’il existe une
série sommable au sens (G, 8, 1<<{<2, par exemple som-
mable (C, 1,0001), qui n’est pas sommable M (r) pour une
valeur r donnée d’avance, par exemple qui n’est pas som-
mable M (1000000). En effet tous les termes de (28) sont

négatifs excepté le dernier

® (—1 6]
An +m AO - An +m
m m ’

Vidensk. Seisk. Math.-fysiske Medd. III, 8. 2
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c'est-a-dire que la somme des valeurs absolues des ter-

mes est
(03]
-1 9 n-m
+ m ’
ol
®
A
= n+m >0
m

pour chaque suite des valeurs m, qui tend vers linfini.

Théoréeme 7. Zu, étant sommable M(r), si on a
k
\un|<n—,.,

le constant k étant> 0, la série sera anssi conver-

gente,
Pour démontrer ce théoréme nous allons déduire une

relation simple entre les s, et les fractions

Sn+1+sn—}-2+ .+ 8+ m
m

valable pour les séries du caractére |un |<—. On trouve
n

successivement:
k k
Sn— —I;; < Sn+1 <Sn+‘];;.

2k 2k
Sn_'nT<3n+2<3n+F

mk mk
Sp — F< Sntm<S$n + ;,—
d’ot1 par addition

m(m—1)

. k
<Sn—}—1+--t3n—§—m<m5n ;I'. 9

k
sy — . mm A1)

n 2
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ou .
Sn+1+511+2+ s Sntm k lTl—|—1
I N <Sn
. m 2
32)"
( ) Sn+1+3n+2+~--3n—|—m k 1Tl+1
< m +;' n

Le nombre €> 0 étant donné nous allons former une
suite des valeurs m pour laquelle

k m-+1
——L e
2 n’
c’est-a-dire

m 2e

n" k-
Au sens de M (r) nons aurons

Sn+1,+ 3114-2“}‘ v Sndm
m

-,

c’est-d-dire que s, se trouve pour des grandes valeurs de
n entre n—2¢ et n 4 2¢, ce quil fallait démontrer.
Pour r = 1 nous aurons spécialement:
Zu, étant sommable M (1) et encore \un|<§,
> u, sera convergente.
En remarquant qu'on déduit de la sommabilité M (1)
la sommabilité (C, 1), on voit que le théoréme (7) donne

pour r = 1 un théoréme bien connu de M. Harpy (voir

C. S. 1, Théoréme vI).

§ 2. La sommabilité M (r) des séries de Fourier.

Comme le premier exemple nous considérons la série
de Fourier en démonirant le théoréme suivant:

Théoréme 8. La série de Fourier d'une fonction
bornée et intégrable f(x), 0 <x <27, est sommable

M (1) ayant la somme %{f(x—l—)—i—f(x—)}

PAd



3

4

)
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La série de Fourier d’une fonction bornée et intégrable
f@), 0<x=<2m7, a les coefficients:

o
an = 1—S f(u) cosnudu, n =0, 1, 2...
T Jo
12"
b":*S f(w) sinnuda, n =1, 2...
T Jo

Cette série est d’aprés M. Fejér sommable (C, 1) et de
plus d’aprés M. Riesz et M. CHaApMaN sommable (C,€), €= 0;
on déduit du théorédme 3 que la série sera aussi sommabhle
M (1), c’est-2-dire qu'on a pour n —> @

(33) Sttt Snem ooy pa

m
kn<<m<Kn.

I1 vaut la- peine d’ajouter une démonstration directe
de ce théoréme en cherchant une expression de la somme
par une intégrale.

Parlons de la formule bien connue (C.S. 1, pag. 12):

1% cosn(u—ax)—cos(n+ 1) (u —«x)
o “SU f @ 2 (1 —cos (u—=x))
d’oit I'on a
Sn 41 + Snt2 'l‘ < - Snmo
— -
. LSW;( )cos(n+l) (u~t)~cos(11+m+1)(llﬁr)
- 2(1 —cos (u—=x))

ce quon peut réduire par les méthodes usuelles a (voir
C. S. 11, pag. 18)

Sn+4-1 + Sn-|—2+ c- - Spdmo
m

kL

= S (f+20)rt sy SREutnED o suma

Sln 07
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Pour f(x) = 1 on aura spécialement

1
T
| = 1 22.5111 (2n-+ m.t 2) a-sin mo o
nm ), sin’a

et enfin par soustraction

311+1 + Sn+2+; - s”"'m——%{f(ac +) 'Jf— /.(CC A)}

m

(35)) = %&0 fle+20) - fle—20)—flx4) — fla—)}

sin(2n+ m—+2) a-sinma
sin®a

da

Ce que nous voulons démontrer sans appliquer la théorie,
c’est que la somme (35) tendra vers 0 pour n—> o; avant
effectuer cette démonstration je me permet de faire quel-
ques remarques.

1) Dans la théorie classique des séries de Fourier

DiricHLET envisage l'intégrale

T T
5 e e by . ot
(36) \ (P(a)'sm (2_{1—}-_1}301@:& CP(OL).sm (211—?—5)0& sina
oo sin & Jo sin®a

et démontre que cette intégrale tend vers 0 avec n—> oo,
¢ (&) étant une fonction monotone, ¢ (0) = 0.

2) Dans la théorie de sommabililé des séries de Fourier
M. FEJER envisage I'intégrale analogue

T

142 sin*na
37 - . — da;
@) ! SO‘P(“) L

celte intégrale tend vers 0 pour n—oe, ¢ (a) étant une
fonction intégrable, ¢ (@) —> 0 pour 0 <—a. M. FEJER
ajoute lui-méme la remarque suivante (Untersuchungen iber
Fourier’sche Reihen, Mathematische Annalen 58, pag. 54): »Von

diesen beiden Integralen ((36), (37)) hat (37) den ein-




(38)
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facheren Charakter. Wihrend nimlich im DiricurLeET schen

sin(2n—+1)a

steht — bei
sin @

dem die Anzahl der Zeichenwechsel mit n unbegrenzt

Integrale neben ¢ der Faktor

wichst — tritt im Integrale (37) neben ¢ der niemals ne-

. sin®na
gative Faktor sinfa auf. Diesem Umstand ist es zu ver-
in

danken, dass man bei der Bestimmung des Grenzwertes
(37) im wesentlichen mit dem ersten Integralmittelwerles
auskommen kann, wihrend die Grenzbestimmung (36)

die Anwendung des tiefer liegenden Zweiten benollgt «
sm‘)n—{—m+9)a sin ma de
sin? o

9@ = f@+20) —fle) | f@—20)—f(x—) dans

I'équation (35) change son signe une infinité de fois, n

Mais bien que le facteur

tendant vers l'infini, on peut démontrer en appliquant seule-
ment le premier théoréme de Ia moyenne du calcul inté-
gral que lintégrale (35)—>0 pour n—> & pour chaque
fonction f(x) supposée seulement intégrable. Ce qui est
principal pour la convergence n’'est pas le signe du facteur

. . . . 1
sous le signe d’intégration dans (37), mais le facteur —
. n

en dehors de l'intégrale.
Les intégrales (35) et (37) sont loutes les deux du

méme type:
T

1 < o (a )sm (an + bm—+¢) - sm(aln—}—blm—l—cl)a
m,)y

sin%a

>

ot (a, b; ¢), (ay, by, ¢1) sont 2 triples des constantes, a, b, a,, b,
sont positifs, ¢ (@) —> 0 pour 0<—a, n—> et m—>= du
méme ordre que n. Nous démontrons que l'intégrale (38)
tend vers 0. Pour cela nous divisons le chdmp de l'inté-
gration en (38) en écrivant:

e ¥
(5 en— P an—4q ‘5
(39) 1\‘ =\ oy
m oo m,l, m n—p m

n—4



(40)

(41)

(43)

(44)
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ou p>q; soit g la borne supérieure de | ¢ (x)| dans 1in-
tervalle 0<<x<<n~% et G la borne supérieure de | (x)|

. 7
dans lintervalle O<x<;. Tout d’abord nous remplacons

&

dans la fraction de (38) le dénominateur sin®a par a?; au

sens de lmegahte
1 1

o <1
sina «

nous aurons

|

] =

" IL\ ¢ (o) -sin (an—+ bm - c) a-sin (an—+bym + ¢ -
|

1
<sin20!- > “<¥ Gg
\

Pour les 3 intégrales de (39) nous aurons les inégalilés:

: 1 \'" (; () sin(an—bm—c)a-sin (gn+bym—~-¢) @ |
E

<

< A glant bmefel |an-bm e, |,
nm-n

on— 9 . P— ‘
i\ o () sin (an + bm--c)a s;n (a;n+ bym—-¢)) o dal -
m ), @ J
1
2. P ¥
< ] (n n?),

T

Oy < L .5 -
1 \ o (@) sin (an -+ bm -~ ¢) o sin (g;n~+bym—{-¢;) -
eln—4d

OL2

3

| 1 2
<= G-(nq*— .
m L

Les derniéres 4 inégalités donnent enfin:

m OCP() sin® o

N ‘
1 52 sin (an~|— bm— ¢) a-sin(a;n 4+ bym—¢,) o o <

ocw%+af+

T

L (an—l»l)m L) (agn—-+bm-|- Ll) nn — nt

m-n? m
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d’olt V'on voit que l'intégrale (38) tend vers 0 si m tend

vers l'infini d'un ordre p =~ 1.

_ Théoréme 9. Soit f(x) une fonction bornée et
intégrable pour 0 <x <27, et soit g le plus grand
des deux nombres:

borne supérieure de|f(x+2a) —f(x )
borne supérieure de|f(x—2a)—f(x—)|,
0<<a<<n™, 0 <<r<C1

si 'on a pour n—>%
g-nt=r—>0,

E

la série de Fourier pour f(x) sera sommable M (r)

avec la somme %{f(er)—I—f(ac—)}.

Nous appliquons de nouveau la formule (35)

e RNy

m
(35) il
| . L&zsin(Zn—{‘mﬁ—2)u-sinmooda
| Tomm ), sin®a

N

o}

u
@ = @b 20 @)+ 20— @)
En* << m << Kn".

e

Dans le dénominateur nous remplacons comme ci-des-

sus sin®a par ¢’ ce qui conduit & lintégrale

ks
1{? sin(2n-+m—+ 2)a-sinma
ESO P (CL) a? da =
(45) ] x
1 Sn— 1 an— 7 1 en—1q 1 .5
- — + . _l— - + _\ ’
m Jg m ),—1 M Jy—r M)y
1>r>q.

Les premiére, troisiéme et quatriéme parties de (45)
tendent vers 0 avec n— % indépendamment de la suppo-

sition g-n'~7—> 0. En effel:
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]

I'l.l
AN
} ~2J (n"—n?Y —>0

M,

(¢’ est le nombre correspondant & ¢ pour lintervalle
0<a<<n™%)

2 ]
3
N A R
Mg | 7
(G est la borne supérienre de f(x) dans lintervalle
0<x=<<2m).

4

Pour la deuxiéme partie de (45) nous pouvons écrire

o |
1 ‘, 1
2) —S “<E-2g-(n—-nr),

m n—1 ‘

et cette partie tend vers 0 an sens de la supposition spé-
ciale g-n!—7— 0.

Théoréme 10. Soit f(x) une fonction remplissant
les conditions du théoréme (9), dontles constantes
de Fourier a, el b, sont de la grandeur

k
< =

An n r?

n

k
<n_" (k>0 constant, 0 <r<1),

alors la série de Fourier de f(x) sera convergente -
dans le point x.
Ce qui est une conséquence des théorémes (7) et (9).

§ 3. La sommabilité M (r) des séries de Dirichlet.

Lemme. Introduisons pour la série Zu, les notations:

n n

1 (]
1, S( ) S ),
T

i=1 i=1

0
KON

“n
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(1)
et supposons que la quantité 1“ , r=.1, reste in-

. n’
férieure &4 un nombre donné C; soit de plus

Oy, Cly, Cy ...

2
une suite qui remplit les conditions:

nt—%-a, —>0; =n" | Aa,|converge; X n"|A%a, | converge,
(0<S< 1), (ACLH = Op— Opti, A?a, = Aa, —Aa11+1);

alors la série Za,u, sera sommable M (s).

Cette lemme est formée comme l'analogue d'un théo-
réeme de la théorie de sommabilité des séries de DIRICHLET
(voir HaraLD Boug, Bidrag til de DiricmrLer’ske Reekkers Theori, dis-
sertation, pag. 61; C.S. 11, pag. 11). Pour démontrer la lemme

nous posons comme L ¢.:

0 1 0 1
()_; ul"gl)_; 1’t£1)—7; a'lulﬂ Ew)_; t

i=1. i=1

On trouve par sommation partielle (. c. pag. 12):

n—1 n—2

ey "= Pa,+2 E s Ag+ g D (n—id-1) Ay
i=1 i=1
d’on
1) (D
ln+m - 'Sn—{—m Gn4+m +

n+m—1 n+m—2

(47) + 9 E onol § f—l)(n+m—~i—|-'1)'A20°i.

i=1 i=1

Par soustraction et division par m (de I'ordre s) nous

anrons
) (1) (¢)] (&)
[ tn—(—m - tn o Shtm Ont-m—S, Un
| moT m N
(48) i e KR nAm=—2 0 n{m—2
+ 9 E 2 Ad— g L (i—1—n)- A?a + E VA2,
l i=n i=n-—1 =1



(49)

(50)
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(1)

‘s . T ST
Considérons premiérement la fraction “atm ~2+m .,
m
quelle est égale an produit

(¢}] )

s s

n+m Oyt = ntm . (“ "|"Sm) {(n -+ m)’_s'an-{-m};
m (n+m) n

dans ce produit les trois premiers facteurs restent bornés,

pendant que le quatriéme tend vers 0. De la méme ma-
&)

n

. — Ensuite nous consi-

m
dérons la guantité
n+m—1 (1). n-+m—1 (1) .
5; S . i $ (n-tm—1)* n®
— Ag; = — S Ay . L
. m : r n-+m—1 ns m
Ii=n i=n

_,sg_l)
ol 2 —"*-DA0; est une série absolument convergente
{

n+m-—1 (1)
dans laquelle le »restec 7 "%+ Aa;—> 0 pour n —> o;
i=n
i § n+m—1)* n®
(—k) reste <C 1; (—+——)——>1 — est borné, d’olr
n+m—1 § m
n4m—1 (1)
Pon déduit que n_ ‘A —> 0. — Quant i la quantité
n+tm—2 e
1 _
2 5, A%y I—E—n la série § s?-A%q; est absolument
=n—1

ntm—2
. N~/ »
, s s (D as i—l—n
convergente, ¢c’est-a-dire le »reste« s, Aoy —> () ———
Pty

i=n—1
reste < 1; alors nous‘ aurons
nt+m—2 .
1) i—1l—n
sUAZg—————> 0.
i m
i=n—1

Enfin nous trouvons

t(l) t(l)
31 fm =y N e,
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La démonstration précédente est aussi valable pour
s = 1, r>1; mais dans ce cas spécial le théoréme se con-

fond avec un théoréme de M. Bour. En effet, supposons
m
s .
2 borné (r>1), et la suite
n"
ay, Oy ..

remplissant les conditions

ntlap—>0, Zn" 1 Aa, | et Zn"|A2q,| convergentes,

alors la série Za,u, est sommable (C, 1) (voir la dissertation
de M. Bonr, § 5 ou C. S. 1, pag. 12, on la démonstration reste valable

sous les conditions nommeées plus haut).

Théoréme 11. Soit pour la série de DIRICHLET
1)

% dans le point zy = x,+ iy la quantité IS_"I
n

bornée, r > 1, la série sera sommable M(s) pour
x> Xy I —S.
Nous posons
an an 1

. — Un, —, = UnOp, Qp =—
n- n

nzfz(,'

On trouve alors (L c. pag. 15 et 19)

1 1
)Aocn‘< e e
et
A2 z—7 ‘ T 1
Qn| <|Z—2Z5| | Z—Zy T X —xg 1 2?
enfin !
X 1
nl‘—éan —_—

o lz— z,]
nt S‘Aan}<m_’_—s,

[r—ml |2z 41
nt—%e—r42

| A%a, | <
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On voit immédiatement que les conditions du théoréme
sont remplies pour x > x, + r —s.

La valeur de ce théoréme consiste dans la pdssibilité
de déterminer une série divergente et sommable

M (s) pour la valeur arbitraire s, 0 <<s<C1. Considé-
&)

PPN > A i S <
rons le théoréme pour le cas r = 1, c’est-a-dire _2 borné,
n

alors on aura
Xy = A,

A, étanl la premiére abscisse de sommabilité; soit de plus

I'abscisse de convergence
Ao = A A1

Alors dans un point quelconque x - iy ot x>\ —s
la série sera sommable M (s).

Ferdig [ra Trykkeriet d. 81. Juli 1920,





