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s ist bekannt,_ wie bei zwei reellen algebraischen Kur-
E ven zweiter Ordnung die Zahl der gemeinsamen Punkte
und der gemeinsamen Tangenten miteinander in’ Verbin-
dung stehen. Eine Verbindung ganz dhnlicher Art hat man
nicht nur — wie ich frither nachgewiesen habe — wenn man
den algebraischen Charakter dieser Kurven aufgibt, sondern -
auch, wenn man die Kurven zweiter Ordnung durch solche
Kurven paarer Ordnung ersetzt, die zusammen eine zerlegte
Kurve vierter Ordnung bilden.

Mit dem Nachweis der hierher gehorigen einfachen
Siatze — die ich in einer anderen Arbeit gebrauchen werde —
beschiiftigt sich diese Note.

Ist eine Kurve vierter Ordnung in zwei Kurven paarer
Ordnung zerlegt, miissen die letzteren zweiter oder vierter
Ordnung sein — es ist im folgenden fur die Beweise gleich-
giiltig, wie die Zerlegung dieser Art ausfillt.

1. Aus jedem Punkt des einen Zweiges gehen
entweder zwel oder auch keine Tangenten an den
anderen Zweig.

Es sei P ein Punkt des einen Zweiges o. Eine Gerade
m, die. P mit einem Punkt M des anderen Zweiges B ver-
bindet, schneidet noch o in einem Punkt, und also auch
B in einem und nur einem neuen Punkt M;. Die Verbin-
dung M—M, ist gegenseitig eindeutig, und beriihrt eine Gerade
m den Zweig B in einem Punkt R, laufen in der Nihe
von -R entsprechende Punkte in entgegengesetztem Sinne.
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Fallen also M und M, einmal zusammen, werden sie noch
einmal zusammenfallen.

2. Zwei paare Zweige einer Kurve vierter Ord-
nung, welche keinen Punkt miteinander gemein
haben, haben entweder vier oder auch keine Tan-
genten miteinander gemein.'

Beriihrt eine Gerade deén einen Zweig & in A, den an-
deren Zweig P in B, werden aus A zwel Tangenten an £
gehen. Aber dann miissen aus jedem Punkt von o zwei Tan-
genten an B gehen, weil o und B keinen Punkt mitein-
ander gemein haben und ferner keine Wendetangente vom
B Punkte mit o gemein haben kann. (a-}p ist vierter Ord-
nung). In diesem Schluss kann man o und § umtauschen.

Schneidet nun in dem angenommenen Fall eine Tan-
gente von o den Zweig B in M und M, dann ist die Ab-
hingigkeit (MM,) iiberall (2—2)-deutig. Weil ferner in der
Nihe des obengenannten Pupnkies B ein Punkt M und der
zugehdrige Punkt M, in entgegengesetztem Sinne laufen,
werden M und M; nach dem allgemeinen Korrespondenz-
satz viermal zusammentreffen.

3. Haben zwei paare Zweige einer Kurve vier-
ter Ordnung zwei und nur zwei Punkte mit ge-
trennten Ta‘n-genten miteinander gemein, dann
haben sie auch zweil und nur zwei Tangenten mit-
einander gemein.

Es mogen @ und  die zwei Punkte A und B mitein-
ander gemein haben, und es werde o durch diese Punkte
in die zwei Bogen @’ und o', B in die Bogen B’ und B’
zerlegt. Die Bezeichnungen mdgen so gewihlt werden, dass
eine durch A gehende und AB benachbarte Gerade einen
Punkt mit o’ und einen mit B’ gemein hat, Wir verbinden

1 Dieser Satz auch: Mathematische Annalen Bd. -76, S. 348.



Die paaren Zweige einer ebenen Elementarkurve 4, Ordn. 5

nun o mit B’ und @’ mit B, und heben die Verbindung
von & mit &' und von B’ mit B auf. Wir haben so zwei
mit Winkelpunkten versehene Kurven o'+p’ und o’ 4 p'’,
Aus der Voraussetzung folgt, dass AB in B eine uneigent-
liche Tangente dieser zwei Kurven ist. Es ist ferner leicht
zu sehen, dass AB auch in A eine uneigentliche Tangente
derselben sein wird. Die zwei Kurven miissen nimlich
beide paar sein, sonst wiirden sie einander (ausserhalb A
und B) schneiden. Weil nun AB in B eine uneigentliche
Tangente ist, soll B zweimal als Schnittpunkt von AB mit
a’4 B’ gerechnet werden, und verbindet man B mit einem
A benachbarten Punkt von @/, muss sie mit o'+’ noch
einen Punkt gemein haben, der dann notwendigerweise
auf B’ liegen und A benachbart sein muss.

Wir runden nun die Winkelpunkte auf o'--f" und
a4+ @ so ab, dass die dadurch entstandenen Kurven v’
und Y’/ keinen Punkt miteinander gemeinsam haben. Siehaben
dann dem vorigen Satz zﬁfolge entweder keine oder auch
vier Tangenten miteinander gemein. In diesem Fall haben
sie aber sicher zwei Tangenten miteinander gemein, welche
der Geraden AB benachbart sind. Diese fallen weg, wenn
die Abrundung aufgehoben und die Verbindungen in 4 und
B wiederhergestellt werden, so dass zwei und nur zwei
zuriickbleiben.

4. Haben zwei paare Zweige einer Kurve vier-
ter Ordnung keine Tangenten miteinander ge-
mein, dann haben sie vier oder auch keine Punk-
te miteinander gemein.

Es moge A ein Schnittpunkt von o und B sein. Eine
Tangenle an B, die in einem A benachbarten Punkt be-
rithrt, schneidet o in zwei Punkten; jede in M bertihrende
Tangente an 3 muss dann anch zwei Punkte M; und M, mit
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o gemein haben, weil @ und P keine Tangenten miteinander
gemein haben und die Kurven als spitzenlos vorausgesetzt
sind. (Jede durch eine Spitze von o gehende und 3 berithrende
Gerade wiire als eine gemeinsame Tangente von o und P
zu betrachten). Aus einem Punkt M; von o geht aber in-
folge (1) noch eine Tangenle an B, und diese moge in M’
berithren. Die Beziehung (MM’) ist (2—2)-deulig, und in
der Nihe von A laufen ein Paar entsprechender Punkte
in entgegengesetztem Sinn. Es fallen also M und M’ viermal
zusammen, d. h. ¢ und B schneiden einanden in vier Punkten.

5. Zwei paare Zweige einer Kurve vierter Ord-
nung, die 2s Punkte miteinander gemecin haben,
werden, wenn 2s >4, ebenso viele Tangenten mit-
ecinander gemein haben.

Die zwei Kurven o und $§ haben infolge (4) Tangenten
miteinander gemein. Es gibt deshalb Gerade, welche keine
Punkte mit o und mit 3 gemein haben. Die zwei Kurven
kénnen deshalb, wenn sie auch nicht urspringlich im End-
lichen liegen, doch immer so projiciert werden, und wir
nehmen an, dass dieses, wenn noétig, geschehen ist.

Es seien nun M, M,, ..., Mgs—1, Mz die Schnittpunkte
der Kurven, und sie mdgen auf o in der genannten Ord-
nung aufeinander folgen. Die aufeinander folgenden Bégen
MM,, MyM,, ..., Mas—y My, MagM; von o nennen wir ¢, ...,
a,, dgs. iine Gerade, welche zwei aufeinander folgende Schnitt
punkte verbindet z. B. M, M,, zerlegt die Ebene in zwei Halbe-
benen, und ein aber auch nur ein Bogen MM, von f kann
derselben Halbebene wie o; angehéren. Wir nennen alle die in
dergenannten Weise aufp bestimmten Bégen My M, ... M2s 1 Mos,
MssM,: By, Py, .. .Posc Aufl einem dieser Bogen, z. B. auf {,,
kann ausser den Endpunkten M, und M, kein weiterer
Schnitipunkt M liegen, indem «; und f; die einzigen Kur-
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venbdgen von o und B sind, die in derselben Halbebene
liegen wie oy,und B,. Wir verbinden nun «; mit B, o, mit
By. .. g mit Bas, withrend wir die Verbindungen o, mita,,...,
B, mit B,...aufheben, so dass 2s Kurven v, Ya, ..., Yas
entstehen, welche in den Punkten M, ..., Mz Winkelpunkte
haben. Dass diese Kurven alle paar sind folgt schon daraus,
dass sie ganz im Endlichen liegen.

Eine Gerade, welche zwei Schnittpunkte verbindet, gleich-
viel ob diese aufeinander folgen oder nicht, ist cine un-
eigentliche Tangente der zwei verschiedenen Kurven v,
welche diese Schnittpunkte als Winkelpunkte haben; die
Gerade MM, wird z. B. eine uneigentliche Tangente von v,
in M;, und von v, (oder Y,-1) in M, sein. Die Gerade
MM, hat nimlich nur die Punkte M; und M, mit a-+p3
gemein, und nehmen wir erstens an, dass v, und v, in der-
selben durch M, M, begrenzlen Halbebene liegen. Eine der
genannten Geraden benachbarte und in der genannten Hal-
behene liegende Halbgerade wird nun sowohl M benachbarte
Punkte mit o, und |3‘1 und M, benachbarte Punkte mit
a, und P, gemein haben, was eben die Bedingung dafar
ist, dass M;M, in M, wie in M, eine uneigentliche Tangenle
ist. Liegen v; und v, nicht in derselben durch M;M, be-
grenzten Halbebene, dann liegen v, und Yy—1 in derselben,
und wenn MM, eine uneigentliche Tangente in My an Y,
ist, wird sie es auch an v, sein.

Runden wir nun auf sidmtlichen Kurven v die Winkel-
punkte M so ab, dass die entstandenen Kurven v,’, Yo' ...
Yo' einander nicht schneiden, und betrachten wir zwei
Kurven, welche nicht aufeinander folgen, z. B. y," und v, .
Diese hahen enlweder vier oder auch keine Tangenten mit-
einander gemein — hier aber vier, welche den Geraden
MM, , M{M;4a, MyMy, MyMr41 benachbart sind. Heben wir
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die Rundung wieder auf, verschwinden diese Tangenten und
v, und Y- haben keine eigentlichen Tangenten miteinander
gemein. Nehmen wir aber zwei aufeinander folgende Kur-
ven, z.B.v;" und v,’, dann haben sie als gemein'same Tan-
genten drei Gerade, welche M{M,, M;M; und M,M, benach-
bart sind, und haben demnach noch eine eigentliche Tan-
gente miteinander gemein. Diese kann nicht zwei Bogen
desselben Zweiges, z.B. d; und ,, berithren. Angenommen,
eine Gerade berithrte ¢y in R, und o, in R,, dann wiirde
ein endliches Geradenstiick R;R, in Verbindung mil einem
Bogen o' von a einen endlichen Raum begrenzen, so dass
auf ¢’ nur ein Schnittpunkt M liegen wiirde. Das ist aber
unmoglich, denn die Kurve 3 miissie dann mit der ganzen
Begrenzung a’—!—TRg des genannten Raumes -wenigstens
zwei Schnittpunkte gemein haben, und B kann B3R, nicht
schneiden.

Ein Bogen ¢ und ein anstossender Bogen 3,41, und eben-
so ein Bogen Bs und ein anstossender Bogen ¢sy1 haben also
immer eine Tangente gemein. Weil andere gemeinsame
Tangenten an ¢ und B dem obigen zufolge ausgeschlossen

sind hat, man also 2s gemeinsame Tangenten von @ und f.
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