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II. Irrationale Stgrrelser.

I. Vi have i Indledningen omtalt, at der paa et
Liniestykke, hvor lidet det end er, findes uendelig mange
Punkter, der ikke kunne ben®vnes ved rationale Tal,
og at vi kalde de Benwmvnelser, vi indfare for dem, efter-
haanden som vi treffe dem ved Lesning af Opgaver,
irrationale Tal. For at indordne disse i Razkken af
rationale maa®i angive Kegnemetoder, der fare til dem
ved en Indsnmyring, der kan fortsmttes saa lmenge, som
man vil. | Reglen sker denne Indsnavring ved, at man
eflerhaanden bestemmer flere og flere Decimaler; for
hver saadan, man fajer til, bliver Spillerummet, del vil
sige del Liniestykke, paa hvilket Punktet maa ligge, i
Gange mindre. | Praksis standser man paa et visl Punkt
af Indsnavringen, men man har da i Virkeligheden kun
en Tilniermelsesverdi til det irrationale Tal. Spillerummet
kaldes Fejlgraensen. Har man saaledes for el irra-
tionalt Tal fundet 0,517, da er dette Tal for lille, men
0,518 for stort; i begge Tilfzlde er Fejlen mindre end
Fejlgrensen 0,001. Undertiden kan man sige, al man
virkelig har udtrykt det irrationale Tal ved en uendelig
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ofter hvilken Cifrene gaa frem; denne Lov kan ikke vore
den, al den samme Periode af Cifre gentages, thi er
dette Tilfeldet, vide vi, at Tallet er rationalt. (. 117))

Da vi i det foregaaende stadig have forudsal, at de
Tal, vi havde at gere med, vare rationale, maa vi under-
sege, om de Definitioner, vi bave opstillet, og de S@t-
ninger, vi have bevist, ogsaa gielde, naar Tallene ere
irrationale. Heldigvis beheve vi ikke at gentage hele
Udviklingen, idet det er tilstrickkeligt at undersege de
Swtninger, af hvilke de avrige kunne ndledes ved Slut-
ninger, der glde i alle Tilfelde.

Addition og Subtraktion volde os ingen Vanske-
ligheder, thi alt, hvad vi her stattede Udviklingen paa,
var den Egenskab ved den rette Linie, at den kunde
deles og Stykkerne sammens®ttes i en vilkaarlig Orden,
uden al Liniens Lengde forandredes. Da dette geelder,
hvad enten Stykkernes Leengder ere rationale eller irra-
tionale, ville alle de Smtninger, vi havé opstillet ved
Addition og Subtraktion, ogsaa gwlde om irrationale Tal.

Multiplikation volder sterre Vanskelighed; her
er der kan Mening i den opstillede Definition paa Mul-
tiplikation, naar Tallene ere rationale; vi maa derfor
opstille en Definition paa Multiplikation af irrationale Tal,
og denne maa viere en saadan, som indbefatter den tid-

ligere Delinition.

Idet vi repriesenterer ethvert Tal,
rationalt eller irrationalt, ved et Linie-
stykke, ville vi da nu ved Produktet af
to Tal a og b forstaa Arealet af det
Rektangel, hvis to Sider ere a

og b. For at indordne dette Areal i

b

i

b
anglet omformet til et andet med samme Areal, og hvis
ene Side er Enheden*); den anden Side er da det Linie-
stykke, der reprasenterer Produklet abh.

Den opstillede Definition indbefatter den, vi tidligere
have givet under Forudsatning af hel Mulliplikator, hvad
man straks ser, naar man deler Multiplikator i dens
Enheder og trekker Paralleler med Multiplikanden. En
brudden Multiplikator kan opfattes som hel med en
mindre Enhed. Af Definitionen folger straks, at ab = ba
gamt at @« .0 = 0.a =0 og a.! = |.a = a. Beviset
for, at Faktorernes Orden er ligegyldig, kraevede imidlertid
(I. 29.) foruden Ligningen ab = ba ogsaa Ligningen
cab — cba, der ikke kan udledes af den anden; vi have
imidlertid forudsat, at Enheden er vilkaarlig og kunne
derfor vaelge ¢ lil Enhed, hvorved Setningens Rigtighed
straks ses enten af en Figur eller ved Anvendelse af
Ligningerne 1.a = a; 1.b =0,

Hvis man deler a i Stykkerne a,, a, ... 0g gennem
Delingspunkterne trekker Linier, parallele med 6, faar
man Rektanglet delt i andre Reklangler og derved

(al+a2—|—...)b1alb+a2b+...,
der viser os, at Sitningen om flerleddede Sterrvelsers
Multiplikation ogsaa gelder for irrationale Tal.

Andre end de nu beviste Smtninger behever man
ikke for at bevise alle Satningerne i Multiplikation,
Divisjon og Potensopleftning, hvor vi dog forelabig for-
udsette, at Eksponenterne ere hele Tal. Vi kunne saa-

ledes i det folgende benytte alt, hvad vi tidligere have

*) Beviset for den paa Figuren antydede Konstruktions Rigtighed
forndsatler kun Kongruenshegrebet. (D AB =0 AC=04D

Rekken af vore Tal, tenke vi os Hekt-



lert, uden Hensyn til, om Sterrelserne ere rationale
eller irrationale.

Hvergang en Opgave forer os lil irrationale Sterrelser,
som vi ikke tidligere have betragtel, indfare vi ny Beteg-
nelser for dem og sege at finde de Regler, som gmzlde
for Regning med disse ny Betegnelser. For hver ny
Klasse af irrationale Starrelser maa vi angive Metoder til
ved Indsn®vring at bestemme deres Plads i Talrekken,
det vil sige il at beregne dem med saa mange Deci-
maler, som vi ville.

Til den ferste Klasse af irrationale Storrelser fores
vi ved Ligningen

2" = a,

hvor a og m ere givne; den kan kun undlagelsesvis loses
ved rationale Sterrelser; de ved Ligningen bestemte irra-
lionale Storrelser kaldes Rodstarrelser.

Rod.

2. Det Tal, som opleftet til m* Polens
giver a, kalde vi den m' Rod af a; det betegnes
Wl_

Va;
m kaldes Rodeksponenten, a Potensen.
Vi have altsaa

m

b = Va, dersom " = a.
Af disse to Ligninger faar man

Vo™ = b; (V&)
Polensopleftning og Roduddragning kaldes derfor

= a.

— e

ST

Af Delinitionen felger
—m_ l —m —\m
Va = m%, thi (M—*) =('17a) == @,
Va Va
Rodeksponenten 2 underforstaas; den 2% Rod kaldes
Kvadratrod, den 3% Rod kaldes Kubikrod.

Eks. V8 — 2, thi 29 =8;,I}T= 1, thi 1™ = 1;
VeE — 4; V356 — 4; V—21 = — 3;

Va*h?* = ab; 3l/a":b3 = a:b; ‘I/cz“?‘ = a%b;

Va®+ 2ab +6* = a+b; ]J/a“—3a‘3+3a—-1 = a—1.

3. Oplefter man de hele Tal til m' Polens, faar
man Potenstallene af m' Grad; Potenstallene af
anden (I, 4, 9 ....), tredje (1, 8, 27 ....) og fjerde
Grad (1, 16, 81 ....) kaldes henholdsvis Kvadrattal,
Kubiktal og Bikvadrattal. Den m' Rod af et Po-
tenstal af m' Grad er et helt Tal, medens den m* Rod
af ethvert andet Tal ikke kan viere et helt Tal. En
saadan Rod kan heller ikke viere en Braok, (hi
en Potens af en uforkortelig Brok er atter en uforkorlelig
Brok (I, 100). Saaledes kan f. Eks. V2 ikke vere noget
helt Tal, da 2 ikke er et Kvadrattal; da nu V2 heller
ikke kan vere en Brek, kan man ikke finde noget Tal,
hvis Kvadrat nejagtig er 2, men man kan finde et Tal,
hvis Kvadrats Forskel fra 2 er mindre end enhver given,
selv nok saa lille Sterrelse. Saaledes er 1,4* <C 2, men
1,62>2; 1,412 << 2, men 1,422 >2; 1,414* < 2, men
1,415* > 2 0.s.v. For hver Decimal, man fojer til, bliver
Kvadratets Forskel fra 2 mindre og mindre, og man kan
ved en Melode, vi senere lere, drive Tiln@rmelsen (Ind-

modsatte Regningsarter.

snevringen) saa vidt, som man vil. Har et Kvadrat



Siden I, vil Diagonalen ifelge Pythagoras Satning
viere V2.

Rodsterrelser kaldes ensbenmvnte, naar de have
samme Rodeksponent; de kaldes ensartede, naar de
desuden have samme Tal under Rodtegnet.

Vi skulle nu bevise de vigtigste Smtninger, som
gwlde om Regning med Rodsterrelser.

4. Man kan uddrage en Rod af et Produkt
ved at uddrage den af hver Faktor for sig.

Vab — Va. 'l"/(T, thi (tl;af "II/Z) (I/a)m(m )m = ab. (1)

Herafl folger, at en Faktor kan flyttes uden for
et Rodtegn, naar man ferst uddrager Roden
af den, og omvendt, at en Faktor kan flyttes ind under

Rodtegnet, naar den forsl opleftes til Potensen; man
har nemlig

m

Va'"b = I/a"' I/b = al'b.

For at flytte de rationale Faklorer uden for Rodlegnel op-
loser man Potensen i Primfaktorer, dersom man ikke straks
kan se de Faktorer, af hvilke Roden kan uddrages.

Eks. V8 — V&.2—2V2; VT5=5V3; VI8 =TV2;
VBT — V7.2 — 312; VIRZT — VIOE.T — 19VT;
VanFi pntt — abfab?; Vaibedd — abe*d*Vbd;
V3a— 6ab+ 36 — (a—0)V3. (a>1)

t)
Af (1) felger endvidere, at man multiplicerer
to enshen®vnle Rodsterrelser ved at multipli-
cere deres Polenser, medens Ekspopenten

bliver uforandret.

T A

(aVb) (@—Vb)=a*—b;
(v@ v5)2=a+b+w£-

m m

Van—1b.Vabn — Vanbm — ab;
! Vo rvaVe—v3=Vi—3=1;
(23 + 312) (3V3 + 2V2) = 30 + 13V/6;
W5 + )Ve—25 — Vs + 1) (6—2/5)
— V(6 + 2v5)(6—2V5) = &
5. Man kan uddrage en Rod af en Brek ved

at uddrage Roden af Taller for sig og Navner

for sig.

Wt — n m___

V-t w (V) R
Vb

Oftest mulllpllueler man for Roduddragningen Brokens

Teller og Nevner med et saadant Tal, al man kan ud-

drage Roden af Navneren. Man ser desuden af {2), at

ensbenmvnte Rodsterrelser divideres i hin-
anden ved, at deres Potenser divideres.

Vi-% Va=V5-3s

? Vab — 16.3 4 o,
a0 ve = VIR =

WAL VN N i B
Vadh
6. Skal man udfere en Potensoplefining og
en Roduddragning efter hinanden, er Ordnen
ligegyldig.

Ve — (val wi (el )" = (&) — . @

Eks. V2V3—V6; ViV16 —=V8 = 2; V—E—V%= 1;

Eks. f/a_ﬁ = (1’5)5 — 25; (V2)5 = 4V2.
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7. Man uddrager en Rod af en Rod ved at
multlpllcere Eksponeuterne disses Orden er altsaa
vilkaarlig. Omvendt kan en Roduddragning erstaites ved

flere andre, naar Eksponenten er et deleligt Tal. .
Mo —Via wi (Viz)" = (7)) =
Eks. V256 — V256 — VVI6 — Vi —
Ve = Ve Via =Vie = i

8. Potens- og Rodeksponent kunne divi-
deres og multipliceres med samme Tal.

Vam — Va; wi (Va)” = (V@) = am. 5

Af 6, 7 og 8 felger, at dersom man skal udfere

flere Potensoploftninger og Roduddragninger efter hin- .

anden, er Ordnen ligegyldig; man kan forkorte Potens-
eksponenterne mod Rodeksponenterne, som om de vare
Tallere og Neevnere i Breker, der skulde multipliceres;
er dette gjort, multipliceres alle Rodeksponenterne for
sig og alle Potenseksponenterne for sig.

Heraf felger da, at man kan uddrage en Kod
af en Potens ved at dividere Rodeksponenten i
Potenseksponenten, dersomDivisjonen gaarop.

6— 8 8 e N_. 12
Eks. Va* — Va?; Va = Vat — Vab — Va, osv.

8/ — 10
(li‘ ) = Val — ava: V@ = Va¥% = Va.

9. Addition og Subtraktion. Dersom Rodsterrelser ere
ensartede, adderes og subtraheres de som andre ens-
artede Starrelser. Staar der forskellige Tal under Rod-
tegnene, kan Additionen eller Subtraktionen kun udferes,
dersom Rodslerrelserne vise sig al vare ensartede, naar

e

11

Eks. 53 4 3V3 — 2V3 — 6V3; V8 -+ V30 — 7V2;
3V2T — 23 4 5/12 — /75 + V14T — 14V/3;
3 - - N 8 _
V16—§V2 + Wad = YV2;
Vaim == Vbim — Va*in — 2abm + b*m = WVm (a> b
V5l — L VBY 4 V12 — 2V -+ 5V2 78, — V3

_Vie3 V253 |/3+5|/2;.3_V3

3 2.3
=V§{s*3+2—ﬁ+ B —1) =43

10.  Multiplikation og Divigjon. Man skaffer Rodster-
relserne samme Rodeksponent og kan da anvende Reg-
lerne i 4 og 5. Til felles Rodeksponent tages Rodeks-
ponenternes mindste felles Mangefold; i dette divideres
hver enkelt Rodeksponent, og med Kvotienten multipliceres
Rod- og Potenseksponent. Man maa erindre, al hvor der
ingen Potenseksponent staar, er I underforstaaet, medens
2 er underforstaaet, hvor der ingen Bodeksponem staar,

I/“Va l/a"’ - ]/tx2 l/a’ Va — ]/f=|
l/a’b Vabg Va.‘b == l/a% I/a“b“ l/a‘b il/_“ = l/a"
(V24 V8 —=8-4+4V3; (—14+V¥V5)=6—2V/5;

 JE— S b .

Ve +v3Ve—v3=V@+V3) (2—v3)*=V2 4 V3;

(3V2 4+ 23 — V6) (312 + 2V/3 + VB) — 12 (2 +V6);
(V3% 4+ VE+VA) (V3—V2)—

11. Bortskaffelse af irrationale Nevnere. Man kan altid

skaffe en Brek, i hvis Taller og Nwvoer findes Rod-

storvelser, rational Nevner. Her ville vi dog kun vise
dette for to Tilfeldes Vedkommende.

"o
1) Nevneren har Formen alb; man multipli-

de rationale Faktorer ere flyttede udenfor.

§/]
cerer da Brekens Taller og Nemvner med V6" —'. lnde-
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holder & Faktorer i hejere end forste Potens, multiplicerer
man kun med den »'* Rod af et saadant Tal, at alle Fak-
torerne faa Polenseksponenter, der ere delelige med n.

VS_ Ve 1 _ Vi V2 Vb

Eks. = .
Vs 15

Ve 27 g 3

2) Nevneren indeholder kun Kvadratredder.
Er Nevneren Va - Vb, multipliceres Twller og Navner
med Va — Vb. Er Nevneren Va + Vb + Ve, multipli-
ceres med Va -+ Vb — Ve, hvorved den ny Nmvner
bliver (Va + Vb)* —¢ —a~+ b— ¢+ 2V/ab. Multipli-
ceres nu Teller og Nevner med a b — ¢ — 2V/ab, faar
man rational Nevner. Har Nwivoneren flere Led, kan man
gaa frem paa samme Maade, idet man hvergang bort-
skaffer een Rodsterrelse; man maa blot erindre, al man
kun skal udfere Multiplikation af Rodsterrelser, naar
Produktet bliver rationalt, da man ellers indferer ny Rod-
sterrelser; skal man multiplicere Ve med V&, skriver
man altsaa Valb og ikke Vab., Dersom den Rodster-
relse, som man vil bortskaffe, findes som Faktor i flere
Led, s@tles den uden for en Parenles.

Vatvb  (Va+Vb)"

Eks. ——— :
Va—Vb a—0b

W34 IV2 _ — 5013 e

2+ 3V6 — 50 o

V24+V8—V6 114206 —4V3—61/2
V2 V8 4+ Ve

(Va4v3)* —s

35 2416 — 28V/3 — 302
- 23 )

1 _ 1V VB—Vs

7.

13

hvor Teller og Naevner multipliceres med
1+ 22 —2¥3(1 4+ V2),

hvorved den ny Nmvner bliver — 27 — 202, o. 5. v.

12.  Rodtegns Bortfjurnelse af Ligninger. Dersom en
Ligning indeholder en enkell Rodsterrelse, isoleres denne,
og man oplafter de to lige store Starrelser til den samme
Potens. Er der flere Kvadratradder, isoleres en af disse,
og man kvadrerer paa begge Sider, idel man gaar frem
som ved Bortskaffelse af irrationale Navnere for ikke at
fore ny Rodsterrelser ind. Ere Rodsterrelserne bort-
skaffede, siges Ligningen at vere bragt paa rational
Form. Detle kan altid geres, hvor mange Rodslerrelser
der end findes, men vi ville her ikke betragte andre Til-
felde end de navnle. Bekendte Rodsterrelser bortskaffes
ikke af Ligningen.

Eks. Ve —44+V2=1; Va—4=1—V2;
2—4=3—22; x=T7—2V2.
Vet L4 Ve —1=2;
24+i=2—Ve—}) —a+i—iVa—1;

+ 16

. = o 1Y
Wa—F=3; o=} = }1.

Eksempler til Ovelse.

1. 5V8 — V12 4 3V2 — 2V75 + V200 — 3V147 — V48.

R -8 _6__ ¢ __ 12
|2 V2V4V32:V8: V2.
3. (v — v3)* — (V2 — §vE)* — (2 —VE)~

T e eV VBV
4, W3—V2 W2 —V3 V2 V3

T=VIEVIEys T2+ w3 (r+re)

V3==re 23 —7v7 1T=7%



F?rr-!\?ts-"

10.

AL

-

12,
13.

4.

15.

17.
18,
19.
20.
21.

22.

23,

24,

2.

—m—(—v‘wy“#—. W —p‘rg*—vmy*)—‘fﬁ_ni

14
$VAT — W12} --3VE—VB— ViR
s ___ a_ 8__ 83___ 8 _
V8|—2L3 LVTI;,—Vl -|-5V-}.

VEIHW i 21/5351" = 3;&1{7 i1 abf/&fﬁ_&ﬂ.
(Va— 1/5) (va+ VE) (Va-+-Vb).

:ig a—er :Va--b.V2a—2b. l/'EJ

V2a% - 4ab-- 26* —V2a® — hab - 207

Va +8-+Va-+3 = 5. Find a.
(2*V§)'(7—4V3)(3+v3)-(3—1/5}.

[Vaszr %2 "/‘ﬁ?] ‘/( )u‘

2+ V3—3V2 i
2—-V3+3V2"  Vat+Vb+Ve

Ve vale — vl +4v3) (2 +V3)™

Via® Lo+ 4+ 2 — 5. Find a.

Hvad er k‘/4 — (%)2, naar k =  (V5—1)?

(V3 r2v2+Vs—2va).
ViTat+VT—z = V2.
Ve 10 = 24 Vaa.
3a—1 - 1/3.1,— I
Vae 1 T 3

Vat+Va—Vi—a = 1.
a /b (a+b)Vab
R

_15

(34v3) (v6—2) (V5+5)
Vis(Vs—1) (V3+1)

28, Vaot+d+Voe—>=9.

29. V34 V5:V3—VaV1+3Vi5.

30. (a--Va® —08)*(a—Va®—10)".

Brudne Eksponenter.
»

13. Efter vor Definition af Potens har a”
Betydning, undtagen naar g gaar op i p. [ dette Til-
felde er

ingen

a’ =V a”, (4)
2

Vi vedtage nu i alle Tilfelde at lade a? betyde I?a_P;
Rodsterrelser kunne derved skrives som Potenser, og vi
skulle vise, at man kan regne med disse Polenser efter
de samme HRegler, som g@lde, naar Eksponenterne ere

hele Tal:
pr pitgr » T
= = [/ SN — — el
l- aq.a‘ — a?’. V“v- = I’Iupa-i-qr = i 94 — q 5
1 ’ " ps—qr p_r
8 a%a’ l/ai' l/u" — Va7 =q * = g7 °,
2 L &
3. (ab)? = I/(ab]" = l/a:'l/ﬂ«— yarfl/bi' = a’.b".
z
) (a)% f/(a) _\/@ _ Vet _at
: h b)) OV @ e p°
Vor b

pr

. (tt'i‘)‘ *] (Va”) = Va!” = a2,

Vort Polensbegreb er herved saaledes udvidet, at

=t

st—hett—etter———
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bruddent, positivt eller negativt Tal. Eksponenten kan
da ogsaa veere irrational, idet vi i saa Fald ved Potensen
forstaa den Sterrelse, til hvilken vi n®rme os mere og
mere, naar vi for Eksponenten sztle Broker, der nmrme
sig mere og mere til den irrationale Eksponents Vierdi.

Eks. 20.29.9% — 2 (aﬁ)%: (aj)‘ = 'Y o Va;

Kvadratrodsuddragning.

14. Vi skulle nu vise, hvorledes man kan finde
Kvadratroden af et helt Tal med saa stor Nejaglighed,
som man vil; vi ville ferst vise, hvorledes den findes
saa nejaglig, al Fejlen er mindre end 1 (med Fejl-
griensen [),  For et Tal med et eller to Cifre kan
Kvadratroden straks bestemmes med den angivne Noj-
agtighed, idet man kender de ferste Kvadrattal:

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100....

15. HKvadratroden af Tal med 3 eller 4 Cifre. Disse

Tal ligge mellem 10* og 10%; det segte Tal maa derfor

ligge mellem 10 og 10% og er altsaa el tocifret Tal; vi
ville betegne Cifrene ved a og b; Tallet er da 10 a L b.
Dersom det givne Tal er NV, maa man have .

N = (10 a+ b + R,

17

viser nu, al man maa have

N

N=100a*, hvoraf a<C l’/l{}ﬂ .

Da a er et helt Tal, kap man for N: 100 tage det Tal,

som man faar ved al bortskare del givne Tals Tiere

og Enpere; da man derved faar et Tal med et eller to

Cifre, er a bekendt. Er saaledes N = 536, bhliver

a<<Vh, allsaa @ — 2; er N — 8738, bliver a<< V87,

altsaa a = 9. ’
Naar a er fundet, faar man

Da her den sidste Brek oftest er mindre end 1, kan
man med Tilnermelse s@tle

N—100a?

%0a 0

er b derved fundet, findes Resten, idet man fra N— 100a*
subtraherer 20ab--5* eller (20a4-5)b.  Dersom man
derved faar en negativ Rest, viser dette, al den ovenfor
bortkastede Brek har vwrel storre end 1. Vi have der-
for tagel Veaerdien af & for hej og maa nu preve med
en Verdi for &, der er 1 lavere, og saaledes videre, til
vi faa en positiv Rest.

For at vise, hvorledes Regningerne skrives, ville vi
beregne 1/8927.

8927 — 100a® +20ab b2+ R a — 9

— 2
hvor R betegner Resten, det vil sige Forskellen mellem 18418; 97 = ;giZ—l—b‘f—@R o
det givne Tal og det nermest lavere Kvadratlal. Lig- 736 — (20a-1-b)b
ningen ; 9] — R )
N = 100a* + 20ab +0* -+ R Jul. Petersen: Aritmetik. 1L ag 111, 2
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Foerst finde vi a = 9. Efter 81 — 9 er underforstaaet
2 Nuller. Foran 827 (N—100a?% skrive vi 2.a — 18
og finde b = 4 ved at dividere (8§ 82 {180 i 827); det
fundne Ciffer 4 fojes efter 18, og 184 (20a -+ 6) multipli-
ceres med 4 (b); vi faa derved 736 (20ab4-1% og finde
Resten 91 ved at subtrahere 736 fra 827. Man har saa-
ledes /8927 — 94, hvor Fejlen er mindre end I, eller
nejagtigt 8927 = 942 L 91,

16,  Flercifrede Tal. Dersom Tallet har 2n—1 eller
2n Cifre, ligger det mellem 102*-2 og 10%; dets Kva-
dratrod ligger da mellem 107 og 10" og skrives derfor
med n Cifre. Inddele vi Tallet fra hajre mod venstre i

~ Klasser med to Cifre i hver Klasse (den ferste Klasse
til venstre med et eller to Cifre), faar Kvadrairoden der-
for eet Ciffer for hver Klasse.

Kvadratroden kan ogsaa i dette Tilfielde skrives som
10a+-b, men a er da selv et flercifret Tal, der findes
ved al man uddrager Kvadratroden af Tallet, efter at den
sidste Klasse er bortskaaren. Kender man denne Kva-
dratrod, findes b og R som far; kender man den ikke,
sitles @ — 10a, +b,, en Klasse bortskaeres, og a,
findes, idet man uddrager Kvadratroden.af det Tal, der nu
staar, o.s.v. Forlseller man paa denne Maade, kommer
man tlsidst til et a, der har eet Ciffer, og som findes,
idet man tager Kvadratroden af den forste Klasse; er
dette a fundet, findes det tilsvarende b som ovenfor vist,
og man kender nu to Cifre, altsaa det naste a; derved
findes det nmste b, o.s.v. Hvergang man har subtraheret,
traekkes den naste Klasse ned; ved Divisjon med det
dobbelte af det fundne Tal findes nu et Giffer til, o.s.v.

—

A e e |1

e S R
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Eks. VT1[23|71[56/12 — 84402,
64
(64) 723
656
1684) 6771
6736
168802) 355612
337604
18008 — K.

Efter at have subtraheret 8% = 64 og trukket den naste

Klasse ned, skrive vi 2.8 = 16 foran 723. Det n@este

Ciffer er da 72:16 = 4, der skrives efter 16, samt i
Resultatet, 164 multipliceres med 4 og giver 656; man
subtraherer, treekker ned og skriver 2.84 = 168 foran
6771. Del naste Ciffer er 67:16 = 4, der skrives i
Resultatet og efter 168, o.s.v.

Dersom et Ciffer bliver 0, skrives dette blot i He-
sultatet, og man trekker den naste Klasse ned.

17. Restens Storrelse. Dersom man har fundet
VN = a (Rest K), maa man have

N = a*}R; N<(a12
Heraf folger R<2a+1,
der viser, at den storst mulige Rest er det dob-
belte af det fundne Tal.

For at undersege om den segte Rod ligger nermest
ved a eller ved a-} 1, prover man, om a-{-% er sterre
eller mindre end Roden. Nu er

@+ — @fati; N =+ R
a--1 er derfor sterre end Roden, dersom R<a- |,

mindre end Roden, dersom [ >a--1. Man forhaejer
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Resten er sterre end den fundne Rod; man faar derved
en Rod, der er for stor, men Fejlen er mindre end .
Eks. V6115 — 78 (R.31); V611524 — 782;

V956484 — 978; V57198969 — T563;
V1607448649 — 40093; V236144689 — 15367
V429981696 — 144; V282429536481 — 27.

1
8. Kvadratroden med Fejlgransen 5 Dersom man
vil uddrage Kvadratroden af et Tal NV saa najagtigt, al
1
Fejlen er mindre end en vis Brok %(med Fejlgrensen 5),

uddrager man Kvadratroden af Np* og dividerer derpaa
Resultatet med p. Man har nemlig
_ VNp®,

p ]

uddrages V Np?, finder man et helt Tal ¢, saa at

VN

a+1>VNp* >a,

—“+'>V“N>;7,

— . 1
hvorved VN er fundet saa najagligl, at der ikke mangler ;;'

Skal man finde VN med n Decimaler, s@ttes p — 107;
man faar da -
— VN, 10
VN ="
der viser, at man til Tallet skal faje 2 Nuller for hver
Decimal, man ensker, og at de n Cifre, der findes ved

Hjxlp af de tilfejede Nuller, ere Decimaler.
Eks. V2= 1,414...; V3= 1,13205...;

1,144
L)
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19. Kvadratrodsuddragning af Breker. Man uddrager
Roden af Teller for sig og Nevoer for sig efter forst
at have skrevet Broken saaledes, at Nazvneren
er et Kvadrattal. Man kan ogsaa forvandle Breken
til en Decimalbrek; for at uddrage Kvadratroden af
en saadan inddeler man i Klasser fra Kommaet til begge
Sider, idet man tilfejer et Nul, dersom der er et ulige
Antal Decimaler; man opnaar derved, al Brokens Nevner
bliver en Polens al 10 med lige Eksponent, og Kvadral-
roden herafl er atter en Potens af 10.

Er Broken 0,0000 . . ab . ., bliver Resultatet 0,00..¢..
med et Nul efter Kommaet for hver Klasse af to Nuller
i Tallet; det farste Ciffer ¢ af Roden, der ikke er Nul,
(det farste betydende Ciffer) findes da som Kvadratroden
al den forste Klasse af Tallet, der ikke bestaar af to
Nuller, og man regner videre som ved hele Tal. Man
har nemlig f. Eks.

V5,60  2,3..

10,00[05/60 — F — g — 0:028..
. 3 Vi —
Eks. ‘/—5— == ‘—5— = 0,774 e = VO,b,
1T Vs 1,132.. . T
Vg =5 = 25 — 017, — V0338888,

V0,00789 = 0,0888 . .; V10 — 3,21, .; V% = 0,645 ..

20. HKvadratrodsuddragning af Polynomier. Dersom det
ordnede Polynominm er N, maa det farste Led af
Roden vere Kvadratroden af det ferste Led af N; de
falgende Led findes da som ved Tal, kun med den For-
skel, som folger af, at Leddene her ikke betegne Enere,
Tiere o.s.v.; man faar allsaa

i I

b A B 36 . VT iE 1) — 16D
1 T V1t

fi
v 15t 3 e

Al ‘!LA{,-L‘?
IV =y == AU O = I,
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bvor a er det farste Led af Roden, medens det nweste
bestemmes som farste Led i Kvotienten
]V-——»tlIl

2a

Eks. Va*— 4a¥ 1 64267 — fab® - b% — a* — 2ab + b*
ai
202 — 2ab) — 4a®h -+ 6a%h? — 4abd - b
— da®b - 4a*bh?
2a* — 4ab + b*) 2a*6* — 4ab® + b
2a*h* — 4ab® - b
0
Det dobbelte af a* er 2a* der, divideret i — 4a®b,
giver det naste Led — 2ab, der liegges Llil 2a®, hvorpaa

2a® — 2ab multipliceres med — 2ab, o.s.v.

Eks. Vir® — 122° + 132 —6a + | — 22— 3+ 1 ;

V92° —62° — b2 —4a® - 32 [ 22 L1 — 3a®—a®—a—1.
Kubikrodsuddragning.

21. De forste Kubiktal ere
1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729;
man finder derved Ia/]'v med Fejlgraensen 1, dersom

N<1000. Har N flere Cifre, faar VIV saa mange Cifre,
som man faar Klasser ved al inddele Tallet i saadanne
fra hejre mod venstre, med tre i hver Klasse; et Tal
med 3n—2, 3n—1 eller 3n Cifre ligger nemlig mellem
10%*—3 og 10%; dets Kubikrod maa da ligge mellem
10"=" og 10" og felgelig skrives med = Cifre.

Saette vi ]x/—ﬁ = 10a + b.
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der viser, at a* indeholdes i Tallets Tusinder, og at a
derfor findes, naar man uddrager Kubikroden af N efter
al have bortskaaret de tre sidste GCifre.

Er e fundet, faar man

N—1000a* n 30ab? + b9 | R
300a* 300a? ’
hvor den sidste Brek oftest er mindre end 1; man finder

derfor & ved at dividere N — 1000a®* med 300a®, men
kan derved faa en for stor Veerdi; man seger nu Resten
ved at subtrahere 30026 -- 30ab® 4 £%; faas Resten
derved negativ, maa man tage b en Enhed mindre og
saaledes videre, til man faar en positiv Rest. Dersom a
selv har flere Cifre, maa disse findes efterhaanden, idet
man s@tter a — 10a1 |- b1 og saaledes videre, til man
kommer il et a, der findes som Kubikroden af den forste
Klasse. | Eksemplet er skrevet a og & for a1 og b1, da
dette ikke kan misforstaas.

Eks. V834[516/419 — 941
729 == 1000a®
105516 — 300ah |- 30ab® + b3 R
3a* = 243 972 = 300a%
b — 1055 4 432 = 30ab®
243 64 = b¥
101584
a — 94 3932419 = 300a®h + 30ab® + 0%+ R
3a* = 26508 26508 = 300a*h
b= 1 2821 = 30ab* -+ b*
2653621
1278798 = R.
22. For at uddrage Kubikroden med I"ejlgrmusen%
s@tter man

faa vi N = T1000a® - 300a%6 - 30ab® - 6° - R,
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For at uddrage Kubikroden af en Decimalbrek deler
man denne i Klasser med tre Cifre i hver, idet man
gaar ud fra Kommaet; ere de forste Cifre 0,00 ..., faar
man et Nul i Resultatet for hver Klasse af Nuller i
Tallet. Almindelige Broker forvandles til Decimal-
breker eller skaffes Nwvnere, der ere Kubiktal.
Rigtigheden af de angivne Meloder indses som ved
Kvadratrod.

For at uddrage Kubikroden af et Polynomium ordnes
dette, og man gaar frem som ved Tal med den For-
skel, som medferes deraf, at de enkelte Led ikke her
ere Tiere, Hundreder o. s. v.

Man faar altsaa her

N = a® | 3a%b - 3ab? | 6% 4 R.

Eks.

Va® —6ab L 15a* —20a® - 150 — a1 — a® — 2a 1

ab

== — Gab
= 62 150" — 200 4 150 —Gaf- | b — ¥
— Bi®
4 12a*
— Ba®
F Ja
da' — 12 | 15a* —Ba+ 1 b — 3

dat — 12a° | 12a*
3a* — ba
+ !

Regning med tiln@rmede Tal.

23. Vi have lert at bestemme en enkell Kvadrat-

dersom man har el sammensat Udtryk, hvis enkelte Dele
kun kunne beregnes med Tilnmrmelse, maa man imidler-
tid undersege, hvilken Nejagtighed man skal benytte i
Mellemregningerne for at faa en vis opgiven Najagtighed
i det endelige Resnltat. Man regner i saadanne Opgaver
nasten altid med Decimalbreker, og vi ville derfor her
forudsatte, at Opgaven er at bestemme et Udtryks Vardi
saaledes, at et vist givet Antal Decimaler ere paalidelige.

Hvert Led maa beregnes med del samme
Antal Decimaler. Dersom et Led har flere paalidelige
Decimaler end et andet, har man nemlig ingen Nytte
deraf, da de tilsvarende Decimaler i Resultatel maa blive
upﬁalidelige.

Man beregner derfor, hvis Leddenes Antal ikke over-
stiger 10, hvert Led med een Decimal flere, end man
ensker i Resultatet; da Fejlen i hvert Led, ndtrykt i den
sidst segle Decimals Enhed. er mindre end a5, Bliver
Fejlen i den flerleddede Storrelse mindre end 1.

Dersom man skal beregne f. Eks. 5//3 med Fejl-

grensen @, maa V'3 beregnes med Fejlgraensen la, thi
Fejlen bliver efter Roduddragningen multipliceret med 5.

Skal man derimod beregne f. Eks. V—f med Fejlgrensen

a, kan man naejes med at beregne V3 med Fejl-
grensen aa.

Eks. TV3 — V5 | s VT — 208 V1T
skal beregnes med fire riglige Decimaler; hvert Led be-
regnes da med 5 Decimaler. V3 unddrages med 6 Deci-

maler, da V3 skal multipliceres med 7; V5 uddrages
med 4 Decimaler, da Divisjonen med (2 gor den 5t

eller Kubikrod med saa stor Nejaglighed, som vi onske;

Decimal paalidelig, V7 uddrages med 3, V1L med 8
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Decimaler. 1 det endelige Resultat beholdes da kun 4
Decimaler,

24, Dersom man skal finde de » forste Cifre af
lvadrat- eller Kubikroden al et tilnermel Tal, hehover
man kun at finde de = - 1 farste Cifre af dette og til-
foje Nuller for de evrige. Skal man f. Eks. finde de 4

forste Cifre af }/12 V3, finder man V3 — 1,732 o
bestemmer derpaa V'13,732000; den Fejl, der kommer i
Resten, er hejst 999, men da det fundne Tal (uden Hen-
syn til Kommaet) bliver sterre, kan denne Fejl ikke for-
aarsage en Fejl af 1 i det sidst fundne Ciffer. En lig-
nende Betragtning kan anvendes ved Kubikrod.

Skal man finde et vist Antal Cifre af en Kvadratrod,
kan man finde de sidste ved en Divisjon. Lad nemlig VNV
vaere segt og o vare det fundne Tal, lad @ + 2 vere den
nejaglige Verdi; vi have da

N = a®*+ 2az 4 a2® og N = o* + R,

R a*
altsaa 2 — R: — e
R o 2a 2a

Dersom vi altsaa til det fundne Tal addere P ville vi

z*
faa et Resultat, der er %2 for storl; vi kunne tenke os,

at N er et helt Tal og a — VN med Fejlgransen 1.

2
: & 1 :
2 er da mindre end 1 og %‘(%; vi kunne derfor paa

denne Maade, naar vi have fundet n Cifre, finde n eller
i alt Fald »—1 Cifre til ved den angivone Divisjon. Ved
Kubikroden kan man paa lignende Maade indse, al man,

R
ved til a at addere Sl kan finde » eller, under ugunstige

o
-1

Eks. V5643; a — T5; R = 18; R:2a — 0,12,
altsaa V5643 — 75,12; uddrages Roden paa almindelig
Maade, faar man 75,1199,

Eksempler til Ovelse.
L VI —3V24 & V19—V0,0001 (3 Dec.

5 5. 2—V3
2. Vg_,.lgv%+2+vg (3 Dec.)
3. V0,06—3V7i-4-Vi (3 Dec)
4 V24+V3+V2—¥3 3 Dec)
3 S —
5. V3+V5-+-V3—V5 (4 Dec.

Reelle og imaginzre Sterrelser.

25. Vi have hidtil ved Roduddragning kun omtalt
de numeriske Verdier; skal man uddrage en Rod af el
Tal med Fortegn, bestemmes Resultatets numeriske Verdi
paa den tidligere angivne Maade, medens dets Fortegn
bestemmes efter folgende Regler:

Er Rodeksponenten et ulige Tal, faar Roden
samme Fortegn som Potensen. Den sadvanlige
Prave viser, at Sztningen er rigtig.

Omst@endigheder, mindst » — 2 Cifre til.

Eks. V/—8 = —2, thi (—2)® — —8§;
2n t___ 5
(—271)} = = (—3) = 9.
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En lige Rod af et positivt Tal har to Ver-
dier, idel Fortegnet baade kan vere -+ o0g —,
thi baade et positivt og el negativi Tal give positive
Resultater, naar de opleftes til lige Potenser.

— n

Eks. Vie = 45 Vi = -1,

Va*—2ab+ b6 — L ja—d).

Man har vedtaget al benytte brudne Eksponenter,

naar man taler om begge Rodens Vardier, medens man,
naar man benytter Rodtegn, kun mener den ene Verdi;
i de anferte Eksempler ber alisaa skrives

166 — - V16 — -4 (a*—2ab—{ b2 = (a—b) 0.s.v.;
derimod er

16 — 4 - T . S 9. F | }9 [“—,'
V16 = 4; —V16 = —4; Va*—2ab-1-b zlb—a’

hvor man leser «—b&, naar a™>b, men b—a, naar
b>a.

Man maa derfor, naar man benytter Rodtegn og mener
begge Verdier, smtte dobbelt Fortegn for Rodsterrelsen.

En lige Rod af et negativt Tal er hverken
positiv eller negativ, da man ikke ved Potens-
opleftning kan faa negativt Resultat, naar Eksponenten
er el lige Tal.

26. Man kan udvide Talsystemet saaledes, at ogsaa
en lige Rod al el negativt Tal faar Betydning. De ny
Tal, der hverken ere positive eller negative, kaldes
imaginere, | Modsztning til de positive og negalive
Slérreléer, der kaldes reelle. V—4 har den numeriske
Veerdi 2, men Fortegnet for 2 kan hverken vere -+
eller —; man skriver V—4 — V—1 2. hvor V—1 da
spiller et nyt Fortegns Rolle; det ny Fortegn betegnes

—ogsaa—ved-Bogstavet 7 —smratman har V—4 = 2 eller —reele—Storretser—Vi—mma—derved tit-den—tutde Uavikling

¥l

b

?
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(i2)* = —4. To Sterrelser med Fortegnet ¢ have all-
saa negativt Produkt.

Ordene «imaginers og wreels ere uheldige, idet de
lede il at opfatte de ny Sterrelser som ikke eksisterende
i Mods@ztning Uil de reelle Storrelser. 1 Virkeligheden
kan man imidlertid, som det senere vil blive vist, anvende
Algebraen pan Opgaver, hvor de imaginmere Lesninger
have lige saa megen Betydning som de reelle. Sagen er
altsaa den, at alle vore Tal ere Navne og som saadanne
uden Belydning, saalinge vi ikke selv tillegge dem en
saadan, idet vi anvende Algebraen paa Opgaver, hentede
fra Virkeligheden.  Efter Opgavens Natur kunne da
negative, brudne, ja selv positive, hele Lesninger vise,
at Opgaven er umulig (Sennen 32 Aar, Faderen 30 Aar).
Forskellen er altsaa blot, at saa lenge vi ikke have ud-
videl vore Begreber paa den antydede Maade, maa vi
sige, al en Opgave, som kun har imaginere Lesninger,
er umulig.

Vi have allerede i Indiedningen antydet den Udvidelse,
der senere vil blive givet Starrelsesbegrebet, nemlig til
Betegnelse af alle en Plans Punkter eller af Liniestykker,

~der ende i disse Punkter og begynde i 0. Vi have set,

al man ved - eller — kan angive, om et Liniestykke
skal afsattes ud fra et Punkl i een Retning eller i den
modsatte; Linien kan imidlertid afsmttes ud fra Punktet
i uendelig mange Retninger, og del kan da viere natur-
ligt at betegne ogsaa de andre Retninger ved Fortegn;
nu vil det netop vise sig, al man ved en Linie iz maa
forstaa en Linie a, afsat i en Retning, vinkelret paa den,
der betegnes ved -, dersom man vil kunne regne med
imagin®ere Sterrelser efter de samme Regler som med
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af vort Navnesystem, men have ved de fleste Opgaver
kun Brug for en Del af Systemet.

97. Da de imaginwre Sterrelser paa vort nuvarende
Standpunkt ikke have nogen Betydning, kan der heller
ikke vare nogen Mening i at tale om deres Sum, Pro-
dukl o.s.v. Naar vi alligevel i det folgende paa enkelle
Steder gore dette, er det kun for vor Bekvemmeligheds
Skyld. Summen af a—+ Vb og a—Vb er 2a, naar b er
el posilivt Tal, men betyder Intet, naar b er el negalivt
Tal; for ikke at beheve at undersege, om b er positiv
eller negativ, sige vi derfor, al Summen altid er 2a, men
vi mene da ikke Andet med Ordet Sum end det Resultat,
som vi komme til, naar vi regne med imaginzre Tal
efter de samme Regler, som vi benytte ved reelle Tal.
Paa samme Maade sette vi da

(a-V=T10) l[a—V=1b) = a®—(—b°) = a*4-b*;
([atV—1b) le—V—1d) = ac-+bd +V—1 (be—ad);
V=) = V1 V=1 — —1; V=1)* = —V—=T;

(V=1 = 1 V=1)° = V—1 o.5.v.

Ligninger af anden Grad.

98. Dersom en Ligning efter al vere bragt paa
rational, hel Form antager Formen
Azt Bz} C = 0,
siges den at veere af anden Grad eller at vare en
kvadratisk Ligning; ved Divisjon med A skaffe vi
2° Koefficienten 1, hvorved Ligningens Form bliver
z2t-ax-+b = 0. i1
For vi lese denne Ligning, ville vi betragte to specielle

e R
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1. a = 0: Ligningen 2>+ = 0 kaldes ren kva-
dratisk. Man faar 2 = —b; & = --V—0b; Lig-
ningen har altsaa 2 Redder, der ere reelle, dersom & er
negativ, imaginere, dersom & er positiv.

2. b = 0; Ligningen 2”-}-ar = 0 skrives

ale-a) = 0.
Denne Ligning er tilfredsstillet, dersom 2 = 0, og der-
som @#-+—a = 0; Ligningen har altsaa de to Redder

= 0; @ = —a.

929. Vi ville nu lese den almindelige (blandede)
kvadratiske Ligning
attar-b = 0.

Den skrives a’tar = —b,

a

a= :
hvorpaa i adderes paa begge Sider; man har da

2 2
eller (mfg) s ‘; i
hvoraf
a /a*
.r:—}—§ = T_b’
a at
altsaa &= — . - —5. @)

Ligningen har saaledes to Redder, der ere reelle, der-
o i

a* ; . a®
som =b, imagin®:re, dersom 4 < b. Dersom

— b, faar man blot

B = —

P

man siger i dette Tilfelde, at Ligningen har to lige store

Tilfelde.

R P
T

T

< -

- -]

1 14 b Eiad e
nmoaaeTTnoT oo T
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(2) viser, al den nbekendte i en ordnel anden
Grads Ligning, hvor a* har Koefficienten 1,
findes, naar man tager det halve af Koeffi-
cienten Lil @ med modsat Fortegn, plus eller
minus Kvadratroden af den samme Storrelses
Kvadrat, efterfulgt af sidste Led med modsal

Fortegn.
Eks. 2*—4 = 0; & = 4-2; 247 = 0;
-1:=i1/—_7=—4_—z'1/?; a? L br=0; 2=0, 2 =—0;

;)!

4

. — 4
a*—Get+8 = 0; = Sil/g——s = J L1 = {
322+ ba—8 = 0; a*F2a—§ = 0;
— — 1
# = —JEVH+HE =~ = Ly
a? —az—tab = br; a*—(a+Ma-tab = 0;
a--b /la—t-6)2 a-lb a?— ?ab b2
%:{:‘/ 44“ b — + :L\/ i

QA ==

atb a—bH[a

§ =79 "lb.

30. Reddernes Sum og Produkt. Betegne vi de to
Redder ved « og A, have vi

-4V,

a at
A= — 9 l/T —b,
hvoraf

a\® a®
ath——a; ap = (—5) —(5—¢) =t ®
2 4
Summen af Radderne er allsaa lig Koefficienlen
til # med modsat Forlegn, medens Produktet

d[ “I-HII]BI[IE e I|F = o 4G
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Ved at benytte disse Smtninger, kan man paa en let
Maade preve, om en kvadratisk Ligning er rigtig lost.

Eks. 2*4 6x+4-8 = 0;
) = —2
2= —3LV9—-8—=—311 |
Prave: —4—2 = —6; (—4) (—2) = 8,
ot —(a® -} b¥ed-a? bt = 0;

_g2+62 "a’-zli:b-z)-: 2;

e S VT
_atb? (E—f??ibﬂ—{:bj'ﬁaf-%be —b*‘ [a:
e e

a*—da+7 = 0;
2= 24VE—=7 = 24 V—8 = 2_LiV3;
Prove: (2-+iV3)+(2—iV3) =
(++iV3) 2—iV3) =
az® | abe +x+4b = 0; aa2—1—|ab+l].e +b =
%A‘K_FH' +_ -
ab+1 @b+ 1)* b
T T EV e T
- ab+1 a*b*—2ab -1
7= d:‘/ ka®
—b
_ab41  ab—1 o i
2¢ &~ 2a | —-
(73
Prove: éb—-{- = -—ab+1; (—b)(—l) = '—b
a a a a

2*t-ab (b*—a®) = az-| bl
a* —(a*+- b @ - ab (b*—a?) = 0;

*) Dette Eksempel viser os, hyvorledes vi ved at indfore imaginere

Tal have opnaaet, at vi kunne udtale Setningen ovenfor almin-
deligt; i modsat Fald maatte vi have sagt, at den kun gjaldt,

—hh—&mvhm—nmier—ﬂvdtvmmﬁﬂm'—nmnv

Jul. Petersen: Aritmetik 1L og LIL 4
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a-ﬁtb (a* < b2 ]-—4ub{b"*a)
J$=
4
I/{a' b2 —hab (bt — a?)
—Va*+4a*b-2a2b® — hab® +b* — a2+ 2ab—b?;
a‘3+b"+rﬂf 2ab— b* | a*+ ab

I 92 b 9 :lbz—ab'
f.','i' %rﬂ'b'r bl-' _ﬂb — CL! *}bg;
{a? = ab) (b* — ab) = ab (b* — a?).

31.  Ved Hjelp al Seiningerne om Reddernes Sum
og Produkt kan man danne en Ligning med givne Rodder.
Skulle saaledes Redderne vere ¢« — 5, # = 7, har man

—B+7 = —12, 6 = 5.7 = 35, saa at Lig-

ningen bliver
a?— 122435 =

Eks. «—=21V3; 3—=2—V3;a= —4;b=1.
=P B=p—¢; o = —=2p; b = p*rg’.
32. Dersom man har de to Ligninger
4 = a
6=ty 5 (&)
ay = b,

findes derfor de to ubekendle 2 og y som
Radder i den kvadratiske Ligning.

22—azf-b = 0;
« bliver da hvilken af de to Redder man vil, medens y
bliver den anden Rod. Er saaledes @y = 11, wy = 28,
findes « og y af Ligningen

22— 11z4+28 = 0,

x 1 2t . 7
hvoraf y}=‘-=§‘iVT'—'28—~l4.

I de to Ligninger (4) kunne 2 og y ombytles, uden
at Ligningerne forandres; Ligninger med denne Egenskab
kaldes symmetriske. To symmetriske Ligninger kunne

e —
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man seller da w -ty = w, a2y = v og sager forst u
og v; ere disse fundne, findes » og y.

Eks. 1. a*+y* = 26; -y +ay = 11,

Man har 2*-+p® == (@t —2ay — u?— 2v;
altsaa er w?—2p = 263 ut-e = 11
hvorat w2 — 48;
[ 8 f &
=8 T w
allsaa

22 —bz+4-5 = 0 og 2218419 = 0;

g 8, 4l
I l H y’=¥4MLV—3.

SRS

Eks. 2. Dan den Ligning, hvis Radder ere Kva-
draterne af Redderne i Ligningen 2* L az--6 — 0.
Kaldes Rodderne i den givne Ligning « og 4, bliver
den segte Ligning
P+ Byt ft = 0
nu er a+f3 = —a; aff = b,
altsaa «*+3* = (a+ 8 —2af = a®-—2b; a2f® =
saa at den segte Ligning bliver
yr—la*—2b)y+6* = 0.
Man kunde ogsaa have sat
y = %, altsaa @ — Vy,
der, indsat i den givne Ligning, giver
ytaVy+b = 0;
af denne Ligning bortskaffes 1y, og man faar den samme
Ligning som ovenfor.

Eks. 3. Find Siderne af et Rektangel, hvis halve
Perimeter er s, og hvis Areal er A, og angiv, hvilket

attid—omskrives; —saa—at—de—kunindehotde =7 og 27

Rektangel med en given Omkreds, der er det sterste.
3+
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Kaldes de to Sider @ og y, har man
A,

ity =8, Ty =
altsaa
—gz-14 — 0]

J/} ?&:Vf“;—fi'

Man ser heraf, at den sterste Vardi, som A kan have,

- st : :
naar s er given, er T da Siderne for en storre Veardi
af A vilde blive imaginere. For denne Verdi af A bliver

x =y =§; del sterste Rektangel med given Peri-

meter er altsan et Kvadrat. Paa lignende Maade kan
man ofte bestemme den sterste eller mindste Verdi, som
en Storrelse kan faa. (Dens Maximum eller Minimumyj.

33. Oplesning i Faktorer. Vi have lidligere bevist,
at #— o gaar op i et Polynominm, dersom dette bliver
Nul for # = o (. 55). Skal man oplese et Polynomium
i Faktorer, maa man derfor sege de Verdier af et af de
forekommende Bogstaver, der gere Polynomiet til Nul.

Er Polynomiet af anden Grad med Hensyn til det
Bogstav, vi betragte, findes de sogte Vardier ved at lose
en kvadratisk Ligning. Skal man f. Eks. oplese

a*—5a-|6
i Faktorer, faar man, idet 2 er den Verdi af ¢, som ger
Polynomiet til Nul,
2t — b6 = 0; x = { z,
altsaa a®—bhat6 == (a—2)(a—3).

Dersom der f(indes flere Bogstaver i Polynomiet, ordner

o~
s 3
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kan man vel sege de Verdier af a, der gere Polynomiet
til Nul, men seger man Verdierne af m og n, faar man
kun en Ligning af ferste Grad at lese. | Praksis smtler
man ikke @ for den Vardi, man seger, men beholder
Betegnelsen; vi s@tle altsaa

a?—(m—+nja-b mn = 0
hvorafl m i —a) = na—a,
aln—a)
m = — = a;
n—a

m—a er altsan den ene Faktor; man ser let, al den
anden Faktor er den, som bortforkortes, altsaa her n—aj
man har allsaa

a?— (m-tn)ja-tmn = (m-—a){n—al

Dersom man, fer Ligningen lescs, bortdividerer en
Faktor, maa man feje denne til de fundne; er f. Eks.
i g1
Polynomiel ' ‘
3.1'2-;'5.?:—8,

salter man

saa at
3a*fha—8 == 3 @—1) (@+8) = (za—1) 32 I 8).
Ligesom man saaledes loser en Ligning for al op-
loge el Polynomium i Faktorer, kan man omvendl dele
en Ligning i flere simplere, dersom Udtrykket paa vensire
Side al Lighedstegnet i den ordnede Ligning (med Nul
paa hejre Side af Lighedstegnet) kan opleses i Faklorer;
kan en Ligning f. Eks. skrives

. A.B.C...=10
man efter det, med Hensyn til hvilket Polynomiet er af ' .
lavest Grad: skal man f. Eks. oplose hvor A4, B, C ... ere Polynomier, deler Ligningen sig i
, . Eks.
A =0, B =0, C—0

— (m—n)a-+mn,
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Man ser nemlig let, at en Rod i A4 =0 eller B=10 ...
ogsaa er en Rod i ABC ... = 0, og omvendt, at Pro-
duktet A6C ...
torerne er Nul.

ikke kan blive Nul, uden at en af Fak-

Eks. 1. ad—1 =10
deler sig i a—1 = 0 og «*+a--1 = 0,
saa at =1 o0g & == Al:'—;[/_ 3

Eks. 2.  a(a*—d) (2?—3212) = 0
deler sig i @« =0; a*—4 = 0; a*—32+2 — 0,
saa at Redderne ere 0, —2, -1 2. 1 og 2.
lige Rod.

34. Ligninger, der loses som kvadratiske Ligninger.

2 er altsaa

Ofte kan man i en Ligning Dbetragte en Sterrelse, der
indeholder @, som den ubekendte; Ligningen loses da
med Hensyn til denne Sterrelse, og derefter findes .

Eks. 1. a'aa®--b = 0. Ligningen er kvadratisk,
naar «* tages som den ubekendte; man faar

SRRV S i =

2. a—5-+2Va—b = 24; Va—5 — —11V25;
_ 4
21
3. (43124 3ot -+ 92 = 37;
(@24 32+ 1L 3@ +3x 1) = 40;

. 5 g
-3l = { _ g et L 3e—4 = 0;

243249 =0, 0.5 v.
35. Uendelig store Redder. Af Ligningen
Ax* 4 Ba- C =
—BLVB —i4C

D |
=y

finde vi & =
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Vi kunpe altsaa kun faan 2 = = for A4 = 0. | dette
Tilfelde vender man lilbage til den givne Ligning, der
reduceres til ferste Grad, nemlig

¢
B

Ved en ferste Grads Ligning maa man altsaa mmerke

Be+C=10; 2 = —

sig, at dersom den skal betragtes som el specielt Til-
fielde af en Ligning af anden Grad, er @ = oo den
manglende Rod. Det kan, navnlig ved geometriske Op-
gaver, vare af Vigtighed, at man ikke glemmer denne
Rod, der kan vise en lige saa gyldig Lesning af Opgaven
som den endelige Rod.

Eks. (a—0bla®—2ax+4+a-t+b = 0; spe. b = a.

1
. afVa®—(a—b) (a+b) _ atb _ ] albh.
Cl—[l a—{) l t_’:b
For 6 = a faas @ = = og @« = 1; den givne Ligning
reduceres for &6 = a il
—2ax 4+ 2a = 0, hvoraf 2 = 1.

3G. Dobbelt irrationale Sterrelser. Man kalder en

Sterreise dobbelt irrational, naar den har Rodtegn under

Rodtegn. Serlig betragtes Udlryk af Formen

“VaLvb.
Et saadant Udtryk kan undertiden faa enkelt irrational
Form; for al opnaa dette saite vi

i
/o

Va4-Vb = Vet Vy, oy (3)
af Vb= otytVhay. ;o

Dersom Vb er irrational, medens a, 6, @ og y ere ratio-;

nale, kan denne Ligning, som vi nedenfor ville bevise

det, kum vare rigtig, dersom de-Tationateogde—frratio=—

AL

e

. |
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nale Sterrelser paa begge Sider al Lighedstegnet hver for
sig ere ens; man har altsaa

ety = a, ay = %a
| etk PN
y|= "2 idet £ = Va*—b. (6)

" For at Opgaven skal kunpe leses, maa k vere ratio-
nal, da i modsat Fald Vo og Vy selv blive dobbelt
irrationale ; er k rational, har man da '

, Vaivb = Viia+k+Via—F. (7)
Vi foradselte & positiv; skal Resultatet vere reelt, maa
man da nadvendigvis ‘have «®*=>b, da ellers % bliver
imaginer, og e positiv, da ellers Vﬂaﬁfj bliver ima-
giner.

Eks. V2 —V3 = VEi—Vi = 31 (V6—V2). (k=1).
———= /5143 51—3 o= o
Var—ssva=|/21 P2 V/%1 =2 — sy3—2v8.

2

V91— 56V3 = VV91—56V3 = V1—4V3
= 2—V3.
37. Vi benyttede ovenfor den S@tning, at man ikke
kan have B
at Vb = z+Vy,
hvor a, b, # og y ere rationale, medens Vb og I/g? ere
irrationale, nden at have

=]
l
8
_G'-
i
=

Man faar nemlig af

Ve — a:——a—{—‘l/‘;
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der vilde give en rational Vardi for Vy, dersom man
ikke havde # = a og altsaa ogsaa y — b.

38. Polynomiet af anden Grad. Det er ofte af Vig-
tighed at afgere, for hvilke reelle Veardier af x Poly-
nomiet

y — Aa* 4 Bz +C
er positivi, Nul eller negativt. For at afgere dette, loser
man Ligningen y = 03 lad denne have Redderne « og 3.
Folgende Tilfzlde kunne forekomme:

1) @ og 3 ere imaginere. y kan da ikke blive Nul
for nogen reel Verdi af 2; da nu y, idet « forandrer sin
Veerdi, kun kan skifte Fortegn ved at passere Nul, maa
Fortegnet for y vere det samme for alle reelle Veerdier
af 2; y har altsaa allid samme Fortegn som C, day har
dette Fortegn for @ = 0.

2) a og [ ere reelle; man har da

y—= A (x—a) lz—§).
Dersom A er positiv, bliver y positiv for Verdier af
der er starre end den sterste eller mindre end den
mindste af Redderne « og A, negativ for Verdier af a,
der ligge mellem « og f. Dersom A er negativ, bliver
derimod y positiv for Vaerdier af 2, der ligge mellem a og
B, Nul for @ = « og @ = j, negativ for andre Vardier.
3) @ = A. Man har da
y = A (-‘E—!I)?,
der viser, at y har samme Fortegn som A for alle Ver-
dier af a, undtagen for @ = «, der ger y = 0.

39. En Sterrelse y siges at vaere en Funktion af
en anden Sterrelse 2, naar der eksisterer en Ligning
mellem y og «, saa at Verdien af y forandres, naar
Verdien af 2 forandres. Man kan ved et Billede faa et

b = 1.2:—:1)'34—3;—{-2(.;1—&)1/5/_,

godt Overblik over disse Veaerdiforandringer.
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Paa en ret Linie tenker man sig ud fra et Punkt O
(Nulpunktet) afsat lige store Stykker, der reprasentere
Enheden, til begge Sider. Vardierne af » reprasenleres
da ved Sterrelsen af Afstandene fra O (positive eller
negative). | hvert Punklt oprejses nu en vinkelret, og
deunes Leiengde gores lig den til Veerdien af @ svarende
Vardi af y (opad, dersom y er positiv, nedad, dersom
» er negativ). En krum Linie gennem Endepunkterne af
de vinkelrette vil da vise, hvorledes, naar @ vokser, y
vokser eller aftager, bliver positiv, Nul eller negativ.

Er f. Eks. y = a*—a—86,

vil hosstaaende Skema vise, hvilke Verdier y faar, naar
a faar Vardierne — 4, —3...4, 5:

herved konstrueres da felgende Figur.

|

012

Gaa vi videre til begge Sider, stiger Kurven meget sterkt;
vi se altsaa, at for # = — = er y = =, at y derpaa
aftager og bliver Nul for # = — 2, at y derpaa bliver
negativ og faar sin mindste Verdi, naar @ er mellem
0 og 1, derpaa atter vokser, bliver Nul for # — 3, paa ny
bliver posiliv og vokser i del uendelige, naar « vokser i
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Til Ovelse tegnes de krumme Linier, som reprisen-
tere Ligningerne
y=alta-1; y=a*—22—8; y= a4 201,
der netop ere Eksempler paa de tre overfor behandlede
Tilfzelde.

Eksempler til Ovelse.

. 22411428 = 0; 2 a2t —6y = 7;

dhoobat—a—4 = 0.

4 @4+1) 22—3) = Ba—1) (¢ —2) 4+ 3;

% ae—3) = zxlv—>H); 6 (x-+1)@—1) ==.a2+20;

. 22-tag =ar+o; 8 ba* —abyr 4 a — be;

0. 24 —§

0. (@ — 1) (2-—2F (@2 —2) (@ —4) = 6 (22— 5);

dL (22 + 3)2 = 8.@;(12. 2! —ab — ax — ba;

13, 222 L Ta+3 = 0; W 132 — T2 = 1;

15, o* —dae+5 = 0; 16. 2* + 8 = 9a?;

17, 2% 4 (a + 2b) (3a — 2b) = 4ax; 18, & + 3 Va — 18;
2 .
ey —e—3+; MW

21, ;Jr%:‘-?; 2 242V —3 = 6;

23, Va—3+2Va — b; 24. 3ba* —3b% + b — a;

25, 2% = b (ax — 3b); 26, a(x® 4+ 1) = (a* + 1) a;

271, 3a® 4 2a — 5 opl. i Fakt.; ligeledes Eks. 28—32.

2. a®—(m+ 2n)a - 2mn; 29, a® — b 4 6 — 2,

30, 3a®—7ab— 6b%; Bl a® -+ 2bc — 2ab — ct;

32. a®-aec — 0% 4 bbe — 62,

&—=+2 ax—2 -

19. s =t S ek R
—2 azt2 8

¥ ety = 17; ay = 70;

det uendelige.

23w+ y

I

at+1; xy = a;
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2.

43.

46,

o + I/'I_S :.1?2

5

44

a2ty =13 ay =

2?4yt = (et 0%, ay = a® —0*;

adboyd = 28, x +y =

B =t — 1, a4y = a—1; P
a0 13 1 1 5 —_—
Byt LB ge VIa—8HT;

y a6y x 6
at—3a 42 Vol —3a+ 1 = 2;
(0% — 22)* 4 32* — 6 = 18;
(e*—3a-2) (22—1) (@?—3u) (2?4 7) @ (24
28— 1 = 0; Va +b—2Vab;
a®—8 = 0; 47 25— 92°+8 = 0;

1) = 03

Vir—12v3; 4. Vi+ay—s;

V3a® + 3b% — 2ab + 2 V2 (a2—bY);

a8+ 2% — 80;

a8 — 224+ 2 —2 — 0 (@ = 1 er den ene Rod);

ot 4 4atht = (a* + 4b%)a?;

s _ogdt b L .
i 2«——6”’ 1 0 (sp. a b);
aba® — 2a (a + b) Vab — w— b)?;
e —Va a* . e 50,
,L_+_VL=_L'_2A_Q"’ 57. 7 +7 T,
1?2 — hax + 3ub + b* = 0; ere Redderne reelle?

1 1 . T
+.?:—V38—.r'2= 167

a—r+Vx—b a—a
Va—a—Vz— b ‘/’5—?"
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61. Hvilken Ligning har Redderne 2 V3 -LV7?

62, Tallet 2268 skal deles i to Faktorer, hvis Sum er 99.

63. Find to Tal, af hvilke det ene er 10 storre end det
andet, og hvis Kvadraters Sum er 148.

64. A kober for 4 Kr. /Ebler; havde hvert ZEble kostet
en @re mindre, havde han faaet 20 /Abler flere:
hvormange fik han?

65 FEt tocifret Tal har Tversummen 10;
det med det omvendte Tal, faar man 2944. Find
Tallet.

66. Fra Byerne A og B, der ligge 13 Mil fra hinanden,
zaa to Mend hinanden imede og medes efter 10§
Times Forlab; den ene bruger et Kvarter mere til
at gaa en Mil, end den anden; hvor lang Tid bruger

multipliceres

hver?

67. Gennem et Rer kan et Kar fyldes 2 Timer hurtigere
end gennem et andet Rer; ere de begge aabne,
fyldes Karret i 1% Time; hvor lang Tid er hvert Ror
om at fylde Karret?

68. Man lader en Sten falde ned i en Brend og herer
den falde efter 7 Sekunders Forlab; hvor dyb er
Bronden? Stenen anlages i ¢ Sekunder at falde 161*
Fod og Lyden at gennemlabe 1100 Fod i Sekundet.

Ligninger med flere ubekendte.

40, Ved flere Ligninger med flere ubekendle ber
man kun bruge Substitutionsmetoden, dersom nogle af
de ubekendte kunne udtrykkes rationalt ved de andre;
er dette ikke muligt, forseger man at regne saaledes

med de givne Ligninger, at man faar simplere Ligninger;
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og disse smttes da for de mest sammensatte af de givne
Ligninger. For at danne saadanne simplere Ligninger
af to givne anvender man hyppigt med Fordel folgende
Metoder:

I. Den ene Ligning kan ofte divideres i den anden.

Eks. Af 244 =9, a4y = 3
dannes 2 —xy -yt = 3.

2. Ved Addition eller Subtraktion bortskaffes de
hajesle Potenser af en eller flere ubekendte.

Eks. Af 2*4-p*+32—y = 6

BLyf— 5 = 2}faas bre—2y = 4.

3. For at kunne anvende den forrige Regel op-
lafter man ofte den ene Ligning til en Potens.

Eks. @*—axy+py? = 3; -y = 3. Af den sidste
Ligning faar man 2®--2xy + y* = 9 substraheres herfra
den forste, faar man 3ay — 6 eller zy = 2, saa at

man nu har
x+y = 3; ay = 2.

i
4. Af de givne Ligninger dannes en ny, der kan
reduceres ved Roduddragning.

Eks. Af 24y = a) a4 2uy—+y? = at
xy — b faas day == 407
hvoraf ved Subtraktion
2 —day+y = a®—4b; x—y = -Va'—4b.
5. Ny ubekendte indferes for sammensatte Udtryk.
Eks. 3@yt 4 bhay — 25. '
202 + %) —3ay = 4
Sette vi iyt = ou, Yy = v,
faa vi Ju+5v = 25; 2u—3v = 4,
hvoraf # = 5, v — 2; vi have nu
24 y? = 5, wxy — 2, hvoraf (z-Ly)?* = 9;
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41. Dersom begge Ligninger ere al anden Grad
med Hensyn til @, og @ skal elimineres, elimineres z?,
og man kan da sege x. Ligningerne konne skrives

ar® by +¢ = 0,
a2t b x4, = 0,
hvor Koefficienterne indeholde den anden ubekendte ;
man faar heraf, idet @* elimineres
ba,—ab,|x = ¢jo—a,c;

af denne Ligning kan nu @ indsettes i en al de givne
Ligninger; man vil imidlertid derved faa en Ligning i
den anden ubekendte, der i Heglen ikke kan leses ved
kvadratiske Ligninger.

42. Vi have tidligere lert, at Rodtegn kunne bort-
skafles af en Ligning ved Potensoploftning. En Kvadratrod
bortskaffes saaledes, idet man isolerer den og kvadrerer;
man faar herved imidlertid den samme Ligning, hvad
enten Kvadratroden har Fortegnel — eller —, saa al man
i den ved Kvadrering erholdte Ligning har indbefaltel en
ny Ligning, foruden den givne; man faar derved Redder,
som ikke vedkomme Opgaven (fremmede Rodder), og
som maa udskilles ved Prove. Saaledes af

x4+Vr—5 = |1 faar man Ve—5 = 11—z;
x—>h = (Il —ax)*; &*—23x+ 126 = 0
r=19 og x— 4.

Proven giver nu 6+ V4 = 11; 14— V9 = 11, saa
at den sidste Rod tilherer Ligningen

r—Vr—5 = 11,
der ogsaa ferer lil samme Ligning af anden Grad. Man
ser saaledes, at man efter at have bortskatfel Rod-
tegnene faar en Ligning, der i sig indeholder alle de
Ligninger, som kunne dannes af den givne ved For-

r—y)* = 1, 0.8V,
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vise, hvilke Redder der svare til de forskellige Kombina- Eksempler til Ovelse.

—_

tioner af Fortegn. Det kan endogsaa trefle sig, at der Loat 4yt — 17; atty® — 5.
ingen KRod svarer til en eller flere af Kombinalionerne. 2 &y —33; 2ty —3
Saaledes faar man af 8. 2L %r—a—y =T; LY w— — 12
Ve - L+ Ve—} = } kun 2 = }i, o 24+ y-F3ay = 23; 2 -bytboay = 19

der stemmer, naar man af den ferste Rod tager den 5. a4 ytla = 14; wtytz=6; ay = 6,
positive, af den anden den negative Verdi, medens de 6 Vozr+1-492Ve—8 — 1.
tre andre Ligninger, der kunne dannes ved Forandring 1 Voa—a+Vi—b — e
al Forlegnene, ingen Redder have. 8. ay — a; zz — b; yr — v

Af det udviklede folger, at det er naturligt at be- 9. 2% — ayz; b — ,b.:t:z, o R
tragte ethvert Rodtegn (hvorunder den ubekendte findes) o Bae aB % . e
i en Ligning, som om det havde begge Fortegn, selv liﬂl ;j;?/ ; 2: _:;j_si _=2512_’ S+ =T
om man kun skriver eet; efter at Ligningen er lost, ' (‘w_ylg_;[‘r_z],+(y_zlg ;_ 378,
underseger man derpaa, til hvilke Kombinationer de for- B P—fy—ef = —38; g —fr—agf® = — b
skellige Radder svare. A (gt — 15, J j

43. Ligninger som de her betragtede erstattes med B, oty —7;24v=3; ats—8; yto® — 4
Fordel ved flere Ligninger med (lere ubekendte, idet e slydes) =y pReel — by 28 _;"y) - s
man betragter de forekommende Rodsterrelser som ny ybs etz e+ )
ubekendte. Saaledes satte vi i Ligningen ovenfor 15. e b = " y;
Vet § =y z+} =y Y22 + @42+ @y = 1.
Vo—§ =2 altsaa x—} = 2% eller : N y'a-_g_?’ 16. 24y =525 o—y = 22; 2°+y* — 18bz.

R t=y +2 1. V2z—1—3Va—1 = 9.
y—+z = 3 I I

hvoraf y+2 = §; y—2 =2, y=14%; 2= —§. 2= {4 8. Vztat2Vetb=e

B 2+y =2 @+yh=15; a*+y* =9,
0., (1—ay)iz+1) = 2; ([#—y)lz+1) = 4;
(@*—y?) 2+ 1)* = 162

Man opnaar herved for det ferste, at Lesningen i
Reglen bliver lettere, for det andet, at man, da man
soger selve Rodsterrelserne, uden Prove faar al vide,
om man skal benytte deres positive eller deres pnegalive
Verdier. Saaledes vise her Vardierne af y og z, at den
forste Rodsterrelse i Ligningen maa veere positiv, den Raekker.
anden negativ. 44. Differensrekker.  (Aritmetiske Progressioner.)

En Differensr@kke er en Rekke Tal, af hvilke

Jul. Petersen: Aritmetik. II. og IIL 4
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ethvert findes ved al addere den samme Ster-
relse (Differensen) Lil del foregaaende.
Kaldes Rakkens forste Led a, Differensen d, bliver

Rekken

51

Af den anden Ligning faas
2s

n = ——
n 3

hvorved den farste bliver

a, a+d, a—+2d, a-3d ... 2_;__0 — a4 =12
Betegner a, Rakkens n'® Led, er a, = a—-+(n—1)d. n
Summen ¢ af de n Led findes, idet man har ler e 2a_|_—2_~ =0
s =a+la+d-+ia+20d+....+a altsaa i T 20k VId—2a)" + 8ed,
0g 8 — dp—+ (ap—d) + (aa—2d) +. ...+ a, ) 2 ,
spe. n =20, a, =77, Den anden Lesning er meningslas.
hvor den nederste Rekke er den samme som den aversle,
men Leddene ere tagne i den omvendte Orden. Addition 45.  Kvotientrekker.  (Geometriske Progressioner).
af de to Rakker giver En Kvotientraekke er en Rakke Tal, afl hvilke
e nla+a) . ethvert findes ved at lnjllllplzcere del fore-
. 9 gaaende med den samme Starrelse (Kvotienten).
Mellem de 5 Slerrelser a, ., n, 4 og s har man saa- Kalde vi Kvotienten ¢, medens vi forevrigt bruge de
ledes de to Ligninger. samme Betegnelser som ovenfor, er Rakken
Ay = a—{»-(n-—l)dl a, aq, ag®, ag®. ...,
§ = ;—z(a—i—a,,) l1 (1 hvoraf ay = ag"—1, 2)
Endvidere er
og felgelig kunne lo af Sterrelserne findes, naar de tre 8§ = a-+ag—4 ag? 4+ ...+ ag" L ag™,
ere givne. | nogle af Tilfeldene maa man for at finde altsaa sg = ag+ ag*+ ...+ ag" + ag”,
de ubekendte lase en Ligning af anden Grad. hvoraf s(l—g) = a— ag* — a(1—¢%),
Eks. 1. Mellem to givne Tal a og & skal indskydes o 1 — g -1
p Tal, saa at de p-2 Tal danne en Differensriekke; alteaa 8= ay —q = “q__ i (3)
spe.a = 1, b =171, p = 18. hvor de to Udtryk for s bruges, eftersom ¢ <2 1 (aftagende
Man har b= a+ (p+ 1)d, ) Kvotientrekker) eller ¢ =1 (voksende Kvotientrekker).
altsaa d — b—a { En tredje Form for Summen faar man, idet
pt1  a—ag®  a—aug
For de givne Tal faar man d == 4, saa al Rekken er gl== T—?' il qL (4)
1,8 9....77. Af Ligningerne (2) og (3) eller (4) kunne to af de
Disse. Tal have Summen 10(77-41) = T780. fem Sterrelser findes, naar de tre ere givne; dog kommer
Eks 2 Giver a =1, d=—4;—+—786: man deyved i flere Tilfwlde til Ligninger. hvis Behandling

4'.
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vi endnu ikke have lert. Seger man ¢ af (4), faar man
en Ligning, der er verd at legge Maerke til, nemlig
§— dy
9. T s—a’
Rekken kan have uendelig mange Led og dog en
endelig Sum, dersom ¢ <_ 1. | dette Tilfzlde er nemlig

g* = g* = 0, altsaa
a

8 = lr'—?)
Efter hvad vi have sagt om Begrebet «Uendelign er Me-
ningen her, at vi kunne tage saa mange Led med af
Rekken, at det, der mangler i den angivne Sum, er
mindre end enhver, selv nok saa lille, given Starrelse.
Eks. 1. Mellem a og b skal indskydes p Tal, saa
at de p -2 Tal danne en Kvotientrekke; spc. a = 1,
b =256, p=T.
Man har

ppl —
b
b — aghti, altsaa ¢ — ‘/E'

[ J— L g
spe. ¢ = V256 = V16 = 2, saa at Rakken er
1, 2, 4...256;

—1
= 511,
Eks. 2. Produktet af Leddene i Rakken

a, ag, ag® ... ag"!

disse Tal have Summen

nin —1) 1:_1 n
er P = arg$3--+0-0) = ang ¥ = (aq 3 ) = "
hvor ¢, dersom » er ulige, er Rekkens mellemste Led.

Eks. 3. |+%+%+_..=2;

L]

|

1,1
R T R e
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Eksempler til @velse.

I, Find Summen af alle ulige Tal fra 1 til 100.

2. | en Differensrekke er n = 22, d = 4, ¢ = Y49.
Find farste og sidste Led.

3. Det 7de Led af en Dilferensriekke er 10, det 17de
er 50; find a, og d.

4. De 37 torste Led af en Differensrazkke have Summen

'888; Forskellen mellem del 31te og det 13de Led

er 126, find a, og d.

5 1 en Differensrekke er Summen af Kvadraterne af

— det 4de og 12te Led 1170, Summen af det 7de og

tbde Led 60; find a, og dJ.

6. Find Summen | -3 -4+ & + ...

7. a = 4; 9 = 6; a, = 186624; find .

8. al%— a% - a%?— .. — ab® | b0,

9. 1+aeta?tat+ .. jz< 1)

10. 14 224 324 428, .. (2 < 1)

Man gaar frem, som vi gjorde, da vi fandt s.

1. 1 en retvinklet Trekant, hvis Hypolenuse er a, og
hvis ene Vinkel er 30°, f®ldes Hajden; fra dennes
Fodpunkt feldes en vinkelret paa den sterste
Katete, fra dennes Fodpunkt en vinkelrel paa a og
saaledes videre i det uendelige; find Summen af de
vinkelrette.

Logaritmer.

46. Af Ligningen
a* = b (1)

bestemmes & ved Potensopleftning, naar 2 og a ere

givne , a ved Roduddragning, naar « og & ere givne.
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Man kan imidlertid ogsaa sege @, naar a og b ere givne;
2 kaldes da Logaritmen til & med Grundtal (Basis)
a og skrives

ax = logab,
en Ligning, der saaledes under en anden Form udtrykker
del samme som (1),

Logaritmen til et Tal er altsaa Ekspo-
nenten til den Potens af Grundtallet, der er
lig Tallet. Grundtallet 10 underforstaas i Betegnelsen,
saa at man blot skriver log . Vi benytte forevrigl kun
Grundtal sterre end 1. Af a >0 folger da loga ™ log b.

Eks. logal =10, thi a® = 1; logsu =1, thi «' =a;

loga0 = — %, thi a== = 0; logax = %, lhi ®* = =.
log 10 = 1; log 100 = 2; log 10" = nj log 0,1 = —1;
log 0,01 = —2; log 0,0001 = —4; log 0,000001 = —6;

log, V2T = 1,5; log, V125 — 0,T5.

47. Man bhar ved Meloder, som vi ikke her kunne
udvikle, med Tiln@rmelse beregnet Logaritmerne til alle
hele Tal indtil en vis Grense og opfert disse i de saa-
kaldte Logaritmetabeller eller Logaritmetavler. Loga-
ritmernes Opfinder, Neper, benyltede et irrationall
Grundtal mellem 2 og 3, da Logaritmerne leftest be-
regnes for dette Grundtal; hans Medarbejder Briggs
indferte derimod 10 som Grundtal, og dette benyties nu,
da derved Logaritmernes Anvendelse lettes. Man be-
nytter navnlig Tavier, der gaa til 10000 og give Loga-
ritmerne med 5 Decimaler (Lalande, Hoiiel, Dahlerup,
Larsen), og sterre Tavler med 7 Decimaler (Vega, Schron).

48. Karakteristiken er det hele Tal i Loga-
ritmen, medens Decimalerne kaldes Mantissen. Man

35

omskrives den derfor, idet man adderer og subtraherer
et saadant helt Tal, at Mantissen bliver positiv. Er f. Eks.
Logaritmen til et Tal — 1,23456, satler man

—1,23456 — 2 — 1,23456 — 2 = 0,76544 — 2;
man faar derved posiliv Mantisse, medens Karakteristiken
(—2) er negativ og skrives efter Mantissen.

49, Karakteristiken-er n — 1, dersom Tal-
lets (numerus) Hele har n hil‘re; den er —n,
dersom Tallet har n Nul‘ler foran det ferste
belydende Ciffer, T Lk Hirryynd

" EL n-cifrel Tal ligger nemlig mellem 10" og 10":
dets Logaritme ligger da mellem »—1 og n og har
folgelig Karakteristiken n —1. Begynder Tallet med »
Nuller (0,000...), ligger det mellem 10-(*~Y og 10773
dets Logaritme ligger derfor mellem — (n—1) og — =
og da Mantissen er positiv, bliver Karakleristiken —u.

Eks. log137 = 2,...: log 17693 = 4,...:
log 0,7 = 0,...—I; log 43928160 = T,...;
log 0,000321 — 0, ... —4.

50. Mantissen afh@nger ikke al Kommaets
Plads i Tallel. Lad nemlig et Tal & have Logaritmen
2; man har da, idet n er et vilkaarligt helt Tal,

10 = b, hvoraf 10"+* = 10" &,
der viser, at log (10" b = n -+ & Logaritmen bliver
altsaa n sterre, naar Tallet multipliceres med 10%; da n
er et helt Tal, kan Mantissen ikke derved forandres.

51. | Tavlerne findes Tallene og de tilharende
Logaritmer opfarte i to Kolonner ved Siden af hin-
anden. 1 Tavlerne med 5 Decimaler kan man derved

finde. Logaritmen til ethvert Tal med _indtil 4 Cifre.

bruger altid positiv Manlisse; er Logarilmen negaliv,

>
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Vi kunne nu ogsaa finde Logaritmen til enhver Decimal-
brek med indtil 4 betydende Cifre. Ferst bestemmes
Karakteristiken efter Reglerne ovenfor; Kommael t@nkes
derpaa rykket hen efter det fjerde betydende Ciffer,
hvilket, som vi have vist, ingen Indflydelse har paa
Mantissen. Da Tallet nu er helt, kan Mantissen findes
i Tabellen.

Eks. log 17,32 = 1.... | Tavlen findes til 1732
Mantissen 23855 (l@s 238 — 55), altsaa er log 17,32 =
1,23855, log 173,2 = 2,23855, log 0,1732 = 0,23855— 1,
log 0,001732 — 0,23855 — 3; log 130000 = 5,11394,

log 0,0943 = 0,97451 — 2, log 2608000 = 6,41631,
log 0,0002589 = 0,41313 — 4.

52. Seges det til en given Logaritme svarende Tal,
findes de fire forste Cifre af dette, idet man i Tabellen
soger den Mantisse, der er nmrmest (lavere) den givne.
Kommaets Plads bestemmes derpaa ved den givne
Karakteristik. Vi betegne det til Logaritmen  svarende
Tal med nl .

Eks. nl. 2,41647 — 260,9. | Tavlen findes ved
Mantissen 41647 Tallet 2609; da Karakteristiken er 2,
sietles Kommael efter det tredje Ciffer.

nl. 5,67852 — 4770005 nl. 0,58320 — 3 = 0,003830.

nl. 0,30125 — 1 = 0,2001; nl.0,31576 — 2,069.

nl. 0,53769 — 4 = 0,0003449; nl. 3,54518 = 3509.

53. Interpolation. Man kan let legne den
krumme Linie, der paa den tidligere angivne Maade
representerer Ligningen y = log«. Et negativt Tal
har ingen reel Logaritme; de w@gte Broker have negative

a7

log 0 — — oo, ....; log 0,001 = —3;
log 0,01 = — 2: log 0,1 = —1:
endvidere er
logl = 0; log 10 = 1; log 100 = 2.
Man ser derved, at Kurven har den i Figuren viste Form.

0 1 2 10

Figuren viser, at Kurven for nogenlunde store Tal paa
et lille Stykke uden markelig Fejl kan belragies som en
rel Linie; idet man gaar ud herfra, kan man mellem Lo
paa hinanden felgende Logaritmer til fircifrede Tal i
de smaa Tavler indskyde (interpolere) de manglende Lo-
garitmer og Tal. Lad Figuren forestille et Stykke af
Kurven, hvorm=loga; m-+d e
— logla+h) og m+ D = d D
log (a -+ 1), idet & er en mgte
Brek; man har da

d:D = h:1 @ ot
d
o

m findes i Tabellen: 77 er Forskellen mellem log(a + 1)

m

eller d = hD; h = 2)

og log a; denne Forskel findes i en serlig Kolonne i
Tabellen: man kan altsaa beregne d, naar h er bekendt,
og omvendt. ) og d tages som hele Tal, men ere i
Virkeligheden Hundredetusendedele.

Skulle vi f.Eks. finde log 3509,16, findes i Tavien
log 3509 — 3,54518; D = 13; endvidere er h = 0,186,

Logaritmer; man har

altsan d = 130,16 — 2, idet man her tager det nzr-
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meste hele Tal; man skal altsaa legge 2 til den femte
Decimal af Logaritmen, naar man legger 0,16 til Tallet;
folgelig er log 3509,16 = 3,54520.

Sager man nl 3,67574, findes i Tavlen

nl. 3,67569 — 4739; D = 9;
altsaa er d — 74— 69 = 5; h = 5:9 = 0,06
nl. 3,67574 = 4739,56.

Flere end to Cifre af & ere ikke paalidelige, og hvor D
er lille, ber man kun tage eet.

54. Vi kunne nu opstille folgende Regler:

At soge Logaritmen til et givet Tal. Bestem Karak-
teristiken, flyt derpaa Kommael hen efter det
fjerde betydende Ciffer og seg Mantissen Lil
det fircifrede Tal; multiplicer Decimalbreken
med D og leg det ved del fundne narmeste
hele Tal til den fundne Mantisse. "

At soge Tallet til en given Logaritme. Den n@rmest
lavere Mantisse opseges i Tavlien, og det dertil
svarende fircifrede Tal opskrives; Forskellen
d mellem den givne Logaritme 0g den fundne
divideres med D); de lo ferste Decimaler af
Kvotienten fejes efter de fundne fire Cifre;
endelig bestemmes Kommaels Plads ved Hjzlp
af den givne Karakteristik.

Eks. log 4740,54 = 3,67583; nl 2,67583 = 474,056
log 0,47443 = 0,67617 —1; nl. 0,67617 = 4,74430;
log 835516 = 5,92196; nl. (0,92196 — 1) = 0,83552;

log 1,00004 = 0,00002; al. 3,00007 = 1000,16;

log 0,01111L1 = 0,04575 — 23
nl. (— 1,23436) = 0,058269.
5= | de fleste Tavler er i s@rlige Rubriker, hvor-
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svarende Vaerdier af d og A, Seger man [ Eks. i Schrons
Tavle log 24503,618, finder man log 24503 = 4,3892193;
D — 177; h = 0,618. 1 Rubriken med Overskrift 177
finde vi nu de til 6, 1 og 8 svarende Differenser; disse
adderes til den fundne Logaritme, idet man for hver
folgende rykker Differensen en Plads til hejre, da Cifrene
af h fan en 10 Gange lavere Vierdi for hvert Ciffer, vi
rykke frem; vi faa altsaa

log 24503 = 4,3892193
h= 06 d= 1062
h = 0,01 d = 1717
h = 0,008 d = 1416

log 24503,618 = 4,3892302.
Man slutter let heraf, hvorledes man gaar frem, naar
Tallel seges.

* 56. Sammensatte Udtryks Logaritmer. Man kan ikke
finde Logaritmen til en flerleddet Sterrelse al de enkelte
Leds Logaritmer; man seger derfor i Praksis al omskrive
flerleddede Sterrelser til Produkter; er delte ikke muligt,
maa man beregne hvert Led for sig og udfere Addi-
tionerne og Subtraktionerne paa sedvanlig Maade.

b1 Logaritmen til et Produkt er Summen

af Fak}orernes' Logaritmer.

Af @ — 10085 y = (08
faas ay = 10lsTHloEy,
altsaa log (zy) = log & =+ log v.

58. Logaritmen til en Broek er Tallerens
Logaritme minus N@voerens Logaritme.

Ar T == lulol‘r; y = ]Ology
faas £ plorx — logy
y '
&
allsaa lug [ [og & — |Og i

over Differensen [ staar, beregnet de til hinanden

I
Pid
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59. Logaritmen til en Potens er Eks-
ponenten Gange Rodens Logaritme.
Af r — 10T falger 2™ = 10m€T,
altsaa log " = mlog «.
: . : e 1
Da m er vilkaarlig, kunne vi for m s®tle m man
(3
faar da ;
= m— lo
loga™ = logya = ——,

der viser, at:

60. Logaritmen Lil en Rod er Polensens
Logaritme, divideret med Rodeksponenten.

Vi have ved disse fire Smtninger benyttet Grund-
tallet 10, men vi kunde lige saa godt have benyttet et
vilkaarligt Grundtal.

Eks. log (ab:¢¥) = loga + logb— 3 loge.
log (PE- bm:e) = ’lTloga + m log b— log c.
V- 0,01
V.15
1.0,69897 — 2 —4-0,84510 — 1,17609
= 0,34949 — 3,45779 = 0,89170 — 4,

log = glogb—}—log0,0lfglogTr—loglb

I

61. Felgende Regler anvendes i Praksis:

1) Dersom en sterre Logaritme skal sub-
traheres fra en mindre, adderes et saadant helt
Tal til denne, al Subtraktionen kan udferes;
det hele Tal maa da tilfejes som Subtrahend.

Eks. log § — 0,69897 — 0,84510
— (1,69897 — 1) — 0,84510 — 0,85387 — 1.
0,3

log? = 0,47712 — 1 — 0,71815

=

61

9) Dersom en negaliv Logaritme skal divi-
derec med et Tal adderes et saadant Tai t||

begge den negatne L()g.n'ltmeq Led .nt Dw;é

'-_smnern i det sidste Led gaar op.

3

Eks. logl0,5 — 4(0,69897 — 1) = £(2,69897 —3)
— 0,89966 — 1.
log V0,04 — 4 15,60206 —7) = 0,80029 — 1.

3) Da man ved Logaritmer kun kan beregne nume-
riske Veerdier, maa en Sterrelse, i hvilken der
findes negative Tal, ®ndres saaledes, at der
kun forekommer positive Tal

Eks. — V=3.(— 04) = V/3.04;
logar — 4 log 3 4 log 0,4;
= V=5.(—11):(—VT); —a = V5. 11:VT;
log (—a) = Llog5-+logll — 1log T = 0,75863;
— x — nl.0,75863 = 5,1363; « = — 5,7363.

62. Vi kunne nu ved Logaritmer beregne en Stor-
relse, idet vi farst soge Sterrelsens Logaritme og derpaa
sage det tilsvarende Tal. Har Sterrelsen flere Led, maa
disse, hvis Sterrelsen ikke kan geres logaritmisk, be-
regnes hvert for sig. Undertiden kan det Udtryk, som
man faar ved at tage Logaritmen, veare saa sammensal,
al man atter tager Logaritmen.

V0,12567. 0,5%

piean
logz — 0,54962 — 1 4 0,09691 — 1 — 0,36469. -
logz = 0,28184 —2; « = 0,019136.

Eks. 2.

= V3V3; logzx = V—lag:} —V—3 .0,47712.

Eks. 1. T =

— (1,A7712—2) — 0,77815 = 0,69897 — 2
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log log # = 0,23856 — 0,30103 — 0.67863 — 1.
logloge = 061616 — 1 loge = 0,41320;

2 == 2,5894.
Va
Eks. 3. & = Va, hvor ¢ — 08152,
log a 0.91126 — 1 — (L.08874
logor = —— = . = =
Va Vu V'a
. 091126 — 1
"N = ) = 0/ ) —
log (— log .+ 0,94812 — 2 0,8152
091126 — 1 0,08874
0,8152  0,8152°

logh = 0,94812 — 2 — 091126+ 1; 5 — 0,10886.

log (—logx) — 0,94812 — 2 - 0,10886 — 0,05698 — 1.
— log v = 0,11402; log# — 0.88598 — 1; & — 0,7691.

Eksempler til Ovelse.

L V235,78 — 2,48553. 2. (E'}‘= I'1,86.

3. Vi§ = 0,959323. 4. V0,00035246 — 0,137018.
5. 0,63182.0,0614:5,1324. 6. V0,56. 25,7132

a

T Vig:5,1624. 8. 1501,62. 1,0357.

20,7583 . 3,97258 |
27 50083 — 2998601,

10, 0,27583 .0,00768 . 7080,3 . 0,8279 — 12,41745.
1. 0,023697.0,0039741.1,00053 — 0,00009422417.
12, 52,8173 :0,17483 — 302,1066.

1B (2) = 01615 14 V2 — 1,000069.
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19. Find V9a*— 402, naar a — 17,316 og b = 5,9123.
I 1759 1

"' . VLT, ‘l T -

2 1,0350° 2 0,035(' |,035“‘)

22 loga = 3loga+ tlogh—1(2loge—logd); find a.

2. loga = 2loga— Zlogh--1; find a2

0,5936 . 1,492

1,3200.7,18

%. V—1,7325./—03. 2. Viog0,5.

8. Find @®*— 3a |- 2, naar a = 6,00007.

2. Vi —Vo5i632. 30 V31— 1.63962,

31.  Bevis, at aleey — yloxz,

32. Find log, 713, log, 1024 og log, 1.73205.

33. Tallene B, S og 7 ere a,, a, og a, haade i en
Differens- og i en Kvotientrakke; find en Ligning
mellem R, S og T.

V—03. % V5'®.

Eksponentielle Ligninger.

63. En Ligning kaldes algebraisk, naar den
ubekendte kun forekommer som A(fdend, Subtrahend,
Faktor, Divisor, opleftet til Potens eller under Rodtegn
(med rationale Eksponenter). Finder man derimod i
Ligningen Udtryk som log.z, a*..., kaldes Ligningen
transcendent, Af transcendente Ligninger ville vi her
kun omtale de eksponentielle Ligninger, hvor
den ubekendte forekommer som Eksponm{l.

Den simplesle eksponentielle Ligning har Formen

of =
man leser den ved at tage Logaritmen paa begge Sider
af Lighedstegnet, hvorved man faar

| — B
15. 10,2 — 0,72478. 16, 713,005)/0.031421 . sloga — logb; © — 08
T ! — loga’
1. V04— 0517235 8 0.613235° — 0514232, i 0g



64

Man ser, at en Logaritmetabel ikke er andet end en
Tabel, der indeholder Lesningerne af Ligningerne
10" =1, 10* =2, 10F =3 ...,

Sammensatte eksponentielle Ligninger kunne kun
lases i enkelte Tilfzlde:

1. Dersom der kun er eet Led paa hver Side af
Lighedstegnet, reduceres Ligningen til en algebraisk Lig-
ning, naar man tager Logaritmen,

Eks. 3% §=== ht==

zlog3 + (1—a)log 4 = (2—u)log 5.

x(log3 —log4tloghsl = 2log5—log 4, o.s.v.

2. Dersom Ligningen ikke kan skrives med eet Led
paa hver Side af Lighedstegnet, seger man at reducere
den til en algebraisk Ligning ved at indfare en ny ube-
kendt for et eksponentielt Udtryk.

Eks. 1. 5.3*—2 .3+ — 4-%3.
Set 3 = Itsa 3_’———1 - i
& =Y, a a ——32—11—.
2 403 403 9
by —= = 22 gt g g oy = _
y y 9 y 9 y JJ { ;25

Nu har man

F=y =19 og 3= — &
Af den farste af disse Ligninger faas » — 2; den anden
giver ingen reel Verdi af .

1
Eks. 2. 2.5 3 572 — 73.
i 5 5 5y
5 = ¥ 1 — .")—"' P Ty_; hr—2 — 5_2 = §%, 0.8.V.

De forekommende Tal ber opleses i Primfaktorer,
da man derved, uden at bruge Logaritmetavierne, vil
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Eks. 3. V5='—8 y3++ — 1125,
Eks. 4. (5x)leer — 50,

Eks. 5. 2.3, 5 371 — 1—:-7 ;
Eks. 6. Hvorledes findes log,m?

Rentesregning.

64. Den Afgift, som svares af en laant Kapital,
kaldes Rente; i Reglen angives Renten af hvert Hun-
drede (pro Cent) for den valgte Tidsenhed (Termin); her
foretraekke vi at gaa ud fra Rentefoden, det vil sige
Forholdet mellem Renten og Kapitalen eller
Renten af Kapitalen 1.

65. Betegne vi Kapitalen ved A, dens Rente i een
Termin ved A, Rentefoden ved », have vi altsaa

T = Z;

Eks. Til en Rente af 5 pCL. (5°0) svarer r — 5: 100
= 0,05, til 3] pCL. svarer » — 31:100 = 0,0325, til
4% pCL. » = 0,0433 ... o.s.v.

Naar Rentefoden er 0,04, er Renten af 200 Kr.
0,04.200 Kr. = 8 Kr.; er » — 0,0425, bliver Renten af
850 Kr. 0,0425 . 850 Kr. — 36 Kr. 12,5 0. o.s.v.

66. Simpel Rentesregning. Er Kapitalen a, Rentefoden

R = Ar. (1)

r, bliver Renten i een Termin ar, i n Terminer nar;
Kapitalen a er altsaa efter » Terminers Forlob vokset til
b = a--nar = a(l - nr).

Ved Hjwlp af denne Ligning kan en af de fire Stor-
relser @, b, n og » findes, naar de tre andre ere be-
kendte. Man maa erindre, at det her forudsettes, at

——finde—rationateLesninger; hvis der gives saadanne;

den vundne Rente ikke selv forrentes.
Jul. Petersen: Aritmetik. II. og IIL 5
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Eks. En Mand har kebt 4 pCts. Obligationer for
90 og salger dem to Aar efter for 92; hvor mange pCt.
p-a. (pro anno, aarligl har han tjent? (simpel Rente).

Da han i de to Aar har haft 8 i Hente, har han
givel 90 og faaet 100; altsaa er b = 100, 2 = 90, n = 2,
hvoraf 100 = 90(1 +2#); » = {% = 0,055...; han har
altsaa faaet 100.0,055 ... = 5% pCt. p. a. af sine Penge.

67. Sammensat Rentes Regning. Vi foruds@tte her,
at Renten ved hver Termins Slutning legges til Kapi-
talen og forrentes med denne. Kalde vi den oprindelige
Kapital @, Rentefoden », Kapitalens Sterrelse efter n Ter-
miners Forleb «,, finde vi

a, = a-far = a(l-+r),
der viser os, at en Kapital ved at staa een Termin
multipliceres med (1-+7); nu staar Kapitalen a,

atter een Termin og vokser derved til ay, — a(l 4 »)?
0. % v.,, saa at man faar
a, = afl—-—rP", (3)
@
= ‘—_———n e L g
a T ag(1 77", (4)

Vi se heraf, at en Kapital forandrer sig med Tiden,
saaledes, at man ikke alene maa angive en Kapitals Ster-
relse, men tillige det Tidspunkt, da den har denne Ster-
relse; de to Formler (3) og (4) vise os, al:

Man kan flytte en Kapital frem i Tiden,
naar man for hver Termin, den feres frem,
multiplicerer med {147, og man kan fere den
tilbage i Tiden, naar man for hver Termin
dividerer den med (1 + 7).

Eks. En Kapital er @ Kr. 1860; hvor stor er den
1870, og hvor stor var den 1850, naar Rentefoden er »?
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68. Den fundne Ligning
ap = all
tjener til Bestemmelse af en af de fire Storrelser, naar
de tre andre ere givne. 1 Reglen benyttes Logaritmer
til Beregning, og er n den ubekendte, kan Ligningen
kun leses ved Hjalp a Logaritmer:; man har
a, — a(l 4 »*; loga, = loga -+ nlog(l - ».

a = ay: (1 4+ »r)*; loga = log a,—mnlog (1 + »).
n (7 l
| +7r = VE"; log (1 4+ = :(Iogan—logap.

_ loga,—loga
log (1-+#)

Eks. 1. 500 Kr. vokse i 7 Aar til 600 Kr. Find
Rentefoden,

log (1 + 7 = } (log 600 — log 500) = 0,01131;

L+7» = 1,0264; » = 0,0264.
Eks. 2. Hvorlenge skal en Kapital staa paa Rente
til 4 pCt. for at fordobles?
2a = a.1,04"; log2 = nlog 1,04;
— 0,30103
0,01703
Man ser, al a gaar bort af Ligningen: derved vises, at
Resultatet ikke afhenger af Kapitalens Sterrelse.

Eks. 3. En Kapital staar 4 Aar til 4 pCt., derpaa 5
Aar til 5 pCt., derpaa 6 Aar til 6 pCt. Til hvormange
pCt. maatte den staa alle de 15 Aar for at give samme
Resultat?

a. 1,044 .1,05°.1,06° = a(l+r'®,

log (1 4+ 7 = 2A(0,06812 -+ 0,10595 4 0,15186).

log (1 +7) = 0,02173: 14+r = 1,0513,

17,7.

S IRT0 er den arh 10 og L8HO var den a0

altsaa 5,137 pet.
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69. Dersom man i en Opgave har al gere med
flere Kapitaler, maa disse for at kunne adderes
eller subtraheres henfares til samme Tid, 1
Reglen bedst til den Tid, da den ubekendte Kapital
tenkes udbetalt.

Eks. 1. A har en Fordring a, der forfalder 1879,
en Fordring &, der forfalder 1900, og en Fordring ¢, der
forfalder 1890; B har en Fordring d, der forfalder 1882,
og en Fordring ¢, der forfalder 1897; hvormeget skal B
give 4 i Bytte i 18922 [Rentefod 7).

A's Fordringer ere 1892 henholdsvis

all + '3, (1478, el +r
B's Fordringer ere samme Aar
d(1+ 7', e:(14n"°.

Eks. 2. A satte 500 Kr. ud 1860 og 300 Kr. 1870;
1880 havde han i Alt 2600 Kr.; hvor stor var Rentefoden?
500 (1 + 20 3001 +n'* = 2600.

Denne Ligning er af anden Grad med Hensyn til (1 )10
man faar

(147t = :'3,2:%)5@ - _31,;;'2_‘} — 9

r = 0,0718,

idet den anden Lesning maa forkastes.

70. Brudne Terminer. Ligning (4) viser, at (3) ogsaa
gelder for et negativt Antal Terminer, naar man ved at
fore en Kapital —n Terminer frem i Tiden forstaar, at
den skal feres » Terminer tilbage. Formlen gelder
ogsaa for n brudden, naar vi, ved at dele en Termin i
flere mindre, bestemme den til den lille Termin svarende
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Fordel af Delingen. Dele vi en Termin (Rentefod ») i ¢
mindre (Rentefod »,), skulle vi altsaa have

all+r)0 = a(l+r),

da denne Ligning udtrykker, at Kapitalen a vokser lige
meget, hvad enten den staar ude i den ene hele Termin
eller i de ¢ lige store Terminer, i hvilke denne er delt;
man faar altsaa

[ P —
L4+, = V14, (6)

Eks. Hvormange pCt halvaarlig svare til 4 pCt
helaarlig ?
147, = V1,06 = 1,0198, altsaa 1,98 pCt.

Staar nn en Kapital i » hele og p af de smaa Ter-
miner, vokser den til

?

14
T = all+n""q,

a(l L2 4 r P = all +=2"il-+n
der viser, at (3) ogsaa gmlder, naar Terminernes Antal
er bruddent.

71. Annuiteter. En Annuitet er en Rakke lige
store Summer, der betales een hver Termin; Annuiletens
Kapitalverdi til et vist Tidspunkt er den Kapital,
som til dette Tidspunkt har samme Vardi som alle de
enkelte Udbetalinger have tilsammen. Man finder derfor
Kapitalverdien ved at fere alle de enkelte Udbetalinger
hen til det angivne Tidspunkt og addere dem.

Lad Rentefoden vaere », Terminernes Antal #, medens
de lige store Summer ere a, og A er Annuitetens Kapital-
verdi samtidig med, at a betales sidste Gang.
Den sidste Udbetaling har da paa dette Tidspunkl Ver-
dien @, medens den forrige har Vardien a(l +4-7), den

Rentefod saaledes, at hverken Kreditor eller Debitor har

forrige Vardien a(l 7% o.s.v. Den forste Udbetaling
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har da, da den skal feres »—1 Terminer frem, Verdien
a(l +»"'; man har altsaa

A= at+a(l +ri4all +924...all 4rP1,
Paa hajre Side have vi en Kvotientrekke med n Led og
Kvotienten (1 4-); altsaa er

| 2

A

I

(11 7P — 1), M

-

Denne Formel benyttes f. Eks., dersom man seger,
hvor stor en Kapital man har samlet, naar man hver
Termin i lengere Tid har sat den samme Sum paa
Rente. Dersom man derimod afbetaler en Geld G med
n aarlige lige store Afdrag (Rentefod »), saaledes, at del
forste Afdrag betales en Termin efter, at Gaelden er
stiftet, bliver ¢ Rapitalverdien en Termin for den ferste
Udbetaling. Den findes, naar man ferer den ovenfor
fundne Kapitalveerdi » Terminer tilbage i Tiden ved Divi-
sjon med (1 -+#)"; man ffmr altsaa

n @ 1
&= i—az) o

72.  Af denne Ligning kan man finde G, a eller =,
dersom i hvert af Tilfweldene de tre manglende Storrelser
ere bekendte; » kan derimod i Reglen kun findes ved
Forseg, da Ligningen med Hensyn til » er af Graden
n—41.

Naar € beregnes, sager man forst ved Hjalp

_l
(£ ="
al Logaritmer; kaldes denne Slarrelse ¢, har man
logg = —nlog(l+7; 9 =0, ...
og derpaa G = Z(lﬁqj. (9)

Dersom @ og » ere smaa Tal, ndferes den sidste Regning
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Seges a, faar man
rG
a = —, (10)
1—gq
Seges »n, faar man
rG I . 1 i rlG  a—rlr
a (2" (I a _']Tf’l
17 log a — log (¢ — v (7} R
{2 — g o R rsaldid
(P a—rG' " log (I +17) ‘
73. Dersom a = » (7, er log (a—rG) =log 0 = — oo

man betaler i dette Tilfelde kun Renten af Galden og
faar derfor aldrig Gelden afbetalt; dersom a < rG, be-
taler man ikke engang Renten af Gazlden; e — ¢ G bliver
negativ og har ingen reel Logaritme. For a > »(G er
derimod Opgaven altid mulig.

74. Dersom man seger u, finder man i Reglen ikke
el helt Tal, men man faar n — p--/, hvor p er et helt
Tal og #<<1. Naar man har betalt p Afdrag, er Gelden
ikke betalt, men betaler man a engang til, har man be-
talt for megét; man kan derfor gere sin sidste Ud-
betaling noget sterre, saa at hele Gelden er betalt
efter p Terminer; er Foregelsen «, altsaa faert tilbage

@ ~
(F—"}—T)S" har man derfor
T [4] l ] ¢ l .
i F'(I_il+?;5+/§‘) 0g' = ?‘(l —m’)+“+"'P‘
a 1
hvoraf @ = ;(1'—(1.4.—141?)’

Eks. 1. En Gmld A til 4 pCt, afbetales, idet man

i 10 Aar betaler 100 Kr. aarlig; hvor stor er Gelden?
100 |

A= 0,00 (1_1,(7117’)' .

logg = —10.0,01703 = 0,82970 —1; ¢ = 0,6756.

uden Logaritmer,

A = 100.0,3244: 0,04 = 811.



72

Der er ikke interpoleret ved Bestemmelsen af ¢, da den
sidste Decimal af Logaritmen er upaalidelig.

Eks. 2. En Geld paa 1622 Kr. il 4 pCL. skal vare
afbetalt i 10 Aar; hvor stort =r det aarlige Afdrag?

. .
o 1622006 1622004 _ .0
I—gq 0,3244

Eks. 3. En Geald paa 2000 Kr. til 5 pCt. forrentes
og aldrages med 150 Kr. aarlig; efter hvor lang Tids
Forlab er den betalt?

, _ log 150—log(150— 100) _ 0,47712

log 1,05 = 002119 — 2216
150 1 150
X == -0-:-03 (l— i_,Umﬁ) = m-0’0249 == 74,7.

Eks. 4. En Gald .1 betales i 10 Aar, idet den
aarlige Udbetaling er det dobbelte af Renten af den op-
rindelige Gald; find ».

A= '

r RTEETI

Eks. 5. En Gald 4 (Rentefod ») kan afbetales i
n Aar ved el vist Afdrag; hvor lenge varer det, naar
Afdraget fordobles?

rj
,J=“(|_. ! )=L" 1,7_‘ﬁ,).
r 1+ 7" r 14732/’

)-, (147! = 2; » = 0,0718.

21 Ly
g =, =\ L.
L T g K
= log 2+ log(1+7) — log((1 +7"+1)
' log (1 +7) '

2

N

6.

8.

10.
1.

12
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Eksempler til Ovelse.

(Rente al Rente.)

713 Kr. 25 Ore staa i 15 Aar til 31 pCt. aarlig; hvor-
meget har man da?

Til hvilken Rentefod skal en Kapital staa for i 20 Aar
at blive 3 Gange saa stor, som den oprindelig var?
Hvormange Aar skal 7291 Kr. 75 @re staa for at
vokse til 20000 Kr., naar den aarlige Rente er 24 Ore
af 5 Kr.?

Paa en Kapital @ tabes aarlig 100» pCt.; hvor stor
er den efter n Aars Forlah?

Paa en Kapital a vindes n Aar og tabes derpaa n
Aar aarlig 1007 pCL.; hvor stor er den efter de 2n
Aars Forleb? hvor stor er den, dersom der ferst
tabes og derpaa vindes?

Til hvilken Sum vil 1 @re til 5 pCt. vokse i 1901 Aar?
Kjebenhavn havde 100000 Indbyggere Aar 1800,
210000 Indbyggere Aar 1876; hvormange Indbyggere
vil den have Aar 2000, dersom Folkemwmngden aarlig
vokser lige mange pCL.?

A skal betale 713 Kr. 1890, 1911 Kr. 1886 og 1000
Kr. 1878; han ensker al betale hele sin Gald 1884;
hvormeget skal han da betale, naar Renten er 4} pCt.?
300 Kr. staa el vist Antal Aar og 500 Kr. dobbelt
saa mange Aar til 5 pCt. De to Summer ere Lil-
sammen voksede til 1500 Kr. Hvormange Aar?
Hvilken maanedlig Rente svarer til 6 pCL p.a.?
En Ore af 100 Kr. i Rente dagliz, hvormange pGCt.
p.a. er det?

A har no en Gald, som han skal betale om 15 Aar;

den Sum, han da sKal Delale, adderel Tl den Sum,



13.

14.

18,

T4

nan skulde have betalt, hvis han havde afgjort
Gelden for 15 Aar siden, udger Gelden, multipli-
ceret med 2,5. Find Rentefoden.

A satter aarlig 700 Kr. i Sparekassen; hvormeget
har han efter 20 Aars Forleb, naar Renten er 3,8
pCt.p.a.?

Hvorlenge varer del, fer en Gaeld er afbetall, naar
Renten er 4 pCt. og der aarlig betales 6 pCt. af den
oprindelige Geld?

A handler med en Kapital paa 20000 Kr. og tjener
aarlig 20 pCt.; Ul at leve for bruger han aarlig
2000 Kr., der lwgges tilside ved Aarets Begvndelse;
hvormeget ejer han efter 25 Aars Forlab?

-Paa en Geeld af 775 Kr. til 4 pCl. afbetales aarlig

31 Kr. Hvorlenge varer det, for Geelden er betalt?
To Kar rumme hvert 100 Potter; det ene er fyldt
med Vin, det andet med Vand; samtidig tages der
en Pot op af hvert Kar og hazldes over i det andet
Kar; hvad er der i Karrene, naar denne Operation
er genlagen 20 Gange?

Hvormegel skal man indskyde i en Sparekasse aarlig
i 10 Aar for i de falgende 10 Aar at Kunne haeve
800 Kr. aarlig? Renten er 3} pCtL p.a.
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III. Tilleeg.

Permutationer og Kombinationer.

1. Permutationer. Dersom en Gruppe af Genstande
f. Eks. Bogstaver (Elementer] stilles efter hinanden i en
bestemt Orden, danne de en Rakke. Ved Antallet af
Permutationer af » Elementer forstaa vi Antallet af
forskellige Rakker, der kunne dannes af disse Elementer.
Vi ville betegne dette Antal ved Fn. Man har da f. Eks.
P, — 6, idet 3 Elementer kunne opstilles paa 6 Maader

(abe, ach, bea, bae, cab, cba).

2. n Elementer kunne perﬁnateres paa
1.2.3 ... Maader.

Lad a,, ay, ay ... ay vere de n Elementer. Af
Rakkerne ville vi betragte dem, der begynde med «,; af
disse er der san mange, som der er Maader, paa hvilke
man kan stille de avrige n— 1 efter @, ; dette Antal er
P._y; da der er lige saa mange af de F, Rekker, der
begynde med a,, med ay o.s.v.,, har man allsaa

P, = 2P, 4,
hvorafl Fo = n—1F, =,
P,y = (n—2) Foa,




hvoraf ved Multiplikation
P, = nfn—)m—2 ... 2.1,
Dette Tal betegnes for Kortheds Skyld ved [n] eller n!

3. Dersom « af Elementerne ere ens, blive de
Raxkker ens, der kun ere forskellige derved, at de ens
Elementer ere omsalte indbyrdes. Der falder saaledes
lz| og |«| Rekker sammen Ll een, og det hele Antal
Permutationer er derfor [n]:|a]; ere @ andre Elementer
ens, maa Antallet yderligere divideres med [g], o.s.v.

Eks. En By har Form af et Reklangel; den har
m~+ 1 parallele Gader paa den ene Led og n+1 paa
den anden; paa hvormange forskellige Maader kan man,
uden at forlenge sin Vej, zaa fra det ene Hjerne af

Byen il det modsatte?

Lad os s@tle el «, hvergang vi gaa et enkelt Stykke
i den ene Retning:; el &, naar vi gaa i den derpaa
vinkelrette Relning; en Rakke som

aababbbaaba ...
hvor « forekommer m, & n Gange, vil da reprasentere
een Vej; der er altsaa saa mange forskellige Veje, som
dér kan dannes Rekker af m +n Elementer, af hvilke
henholdsvis m og n ere ens; det segte Antal er derfor
[ 4 n| = [m] : [n].

4. Ved P, ., (Permutationer al » Elementer til m)
forstaa vi det Antal Rakker med m i hver, som kunne
Af Reekker, der
begynde med a,, er der saa mange, som der er Maader

dannes af de n Elementer (m < n).

al udtage de manglende m—1 mellem a,, @3 ... @}
da dette Antal er P_, w1 og Antallet af Raekker, som

begynde med a,, @, ... maa viere del samme som An-

-3

-]

Pn,m = "Pn—-l.mvl

og lvn—i.m—l == (“"_‘l' Pm—e.mfi‘!a
[Jn—m-l-z,z — (7’f—“'“\-+ 2) -[Jﬂfm-ﬁ-l. 1y
I'),,-,,|+l_1 = h—1 + I‘
hvoraf
]
j 21 = nin—1) ... (n—m+1} = —lll .
[n—m|

Eks. Find Summen af alle de Tal, der skrives med
5 forskellige Cifre, og i hvilke 0 ikke forekommer.

Ethvert Ciffer staar paa samme Plads i Fs 4 af Tallene
og lige saa hyppigl paa de andre Pladser; Summen er
derfor (142 4 ... +9)(14 10+ 10+ 10* 4 10%) Fy.4.

5. Permutationer med Gentagelser. Vi forstaa herved T[
o ..n ‘/f

saadanne Permutationer, ved hvilke det samme Element

y I
kan forekomme flere Gange i den samme Rakke. Ved’

de Rekker, der begynde med a,, blive da de manglende

m—1 Elementer ikke som ovenfor at udtage mellem;

n—1, men mellem n Elementer; vi faa derfor, idet vi,

betegne denne Slags Permulalioner ved f1, ©
[]u,m - nﬂn.m——ls o = l
”n, m— = N nn.rn—-e, )

L !

hvoraf

Eks. Antallet af Tal i Rakken 0, 1, 2 ... 10" —1
er 10». Skrives de Tal, der have ferre end n Cifre,
som n-cifrede, idet der s@ttes Nuller foran, danne Tallene
i Raekken alle de her betragtede Permutationer af de 10

EWAT,

\ v

TR R

tallet af dem, der begynde med a,, Taar man

Cifre til w; Formien giver ogsaa Amtattet 0%

/

A 1,
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6. Kombinationer. Dersom vi mellem n Elementer
udtage Grupper paa m uden at tage Hensyn til Ordnen
af disse sn, danne Grupperne Kombinationer af n il m;
vi betegne deres Anlal ved K, , .

Da der af hver Gruppe af m Elementer kan dannes
[m| Raekker og vi derved faa alle Permutationerne, er

[’fIIKn.m = Jun,m,
altsaa

X o ﬂn—-li_..in——m—{-ll_ |7

1.2.3 ... m ~|m]n—m|’

Da Antallet maa vere et helt Tal, ser man heraf,
al Produktet af de m forste Tal af Talrmkken gaar op i
Produktet af hvilke som helst m paa hinanden falgende
Tal. Endvidere ser man, at Antallet er det samme, hvad
enten man kombinerer n il m eller til n—m; dette
er ogsaa umiddelbart indlysende, thi hvergang man ud-
tager sn, lader man n—m blive tilbage.

Eks. Gennem to og to af n vilkaarlige Punkter
trekkes rette Linier; hvormange Skaringspunkter, for-
uden de givne, faa disse Linier?

Gennem 4 vilkaarlige af Punkterne kan man trzkke
6 Linier, og disse faa 3 ny Skeringspunkter; del segte
Antal er derfor 3 K, ,.

7. Ved Opgaver al den her behandlede Art ber
man vogle sig for at komme til Rekker. Skal man f. Eks.
finde Antallet af Skaringspunkter for » Linier, ber man
ikke resonnere saaledes: den ene Linie skerer de n— 1
andre , den naste n—2, den neste n—3 o.8.v.; men
man ber sige: el Skeringspunkt dannes ved Kombina-
tionen af to Linier, altsaa er der K, . Skeringspunkter.

4,

L S (7, S N S
Lol L s EE
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Eksempler til Ovelse.

En Mand har 5 Par Benkleder, 4 Veste og 3

Frakker; hvor ofte kan han vise sig i forskellig

Paakledning ?

Paa hvormange Maader kunne 52 Kort deles lige

mellem 4 Personer?

En Plan er bestemt ved 3 Punkter; hvormange

Planer kan der legges gennem tre og tre af n vil-

kaarlige Punkter, og hvor mange Skaringslinier,

der ikke gaa gennem el af de givne Punkter, faa

disse Planer?

Hvormange forskellige Udiryk kan man, ved Ombyt-

ning af Bogstaverne, danne af (a4 6) (¢ + d) (e} 7). ..,

hvor Bogslavernes Antal er 2n?

Paa hvormange Maader kunne n Herrer og n Damer

sidde om et Bord, naar hver Dame skal sidde

mellem to Herrer?

Bevis, at Antallet af Tal, der gaa op i a™b"¢? ...,

hvor a, b, ¢ ... ere Primtal, er
m4+1Nn41)(p41)...

I en Permutation af Tallene 1, 2, 3 ... n danne to

vilkaarlige af Tallene en Inversjon, naar det ferste

er del sterste. Hvormange Inversjoner finder man

i alle de [n] Permutationer af Tallene?

Binomialformlen.
8. Man har
(X4 a)lx~a,) = 2?4 (a, +a,)z+a, a,;
(4a,) v+ a,)(x+ay)

ot )
agteite ey —araytayage-tarayag:
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Vi ville nu sage et almindeligt Udtryk for Produktet
P, = (+a,)@+a,) ... (&4 an). (1)

For Kortheds Skyld ville vi ved &, , forstaa Summen af

Produkterne af p og p af de » Sterrelser a, as, ... au;
man har altsaa
Su,1 = @yt a8y
Sp,2 = T P ST S ot PR
................. i @)
Sn‘u = Q45 ..My I

Derved skrives Ligningerne ovenfor
P, = r*+ Sy x4 S0,
Py = %+ Sgy@®+ Sp9& 14 33!
man slutter heraf, at man i Almindelighed maa have
P, = "+ 8y "1 Sy a2 .. |
- 8n,p 2P .. S, 4t +-Sn [
For at bevise Rigligheden af denne Slutning benytte
vi det saakaldte Induktionsbevis. Dette bestaar deri,
at vi bevise, at dersom Formlen (3) gelder for ecen Verdi
af n, gelder den ogsaa for den felgende Vardi af n;
naar dette er bevist, kunne vi slutte, at Formlen er
almengyldig, thi den galder for » — 3 og derfor ogsaa
for n = 4, men gmlder den for n = 4, gwlder den ogsaa

(3)

for n = 5 o0.8. V.

Af P, danne vi F, ., ved Multiplikation med x-Fan.q;
vi faa derved

Pryy = a4 (Spq + anpg)a” ..
=+ (Sﬂ-P+an+t S, p—i) P4, Ayt S, ne

Nu bestaar 5,44, » dels af Led, der ikke indeholde Faktoren
@y, dels af Led, der indeholde denne Faktor; de ferste
Led ere netop S,; i de sidste kan man s®tte den

81

findes da Summen af Produkterne af p —1 og p — 1
af Sterrelserne «,, a,..a,; men denne Sum er netop
Syp—1; man har altsaa

Sn-@-i.p = Sa,p‘i‘ Qpay Sn,pﬁi (4)
og falgelig

P"+1 = g+l L Sn_LL]IT"_% " Sﬂ+‘lp‘1:ﬂ—?+i+ . 'Syu_l,n-i-l,
der viser, at Formlen (3) galder for » + 1, dersom den
gelder for n; den galder altsaa almindeligt.

9. Dersom a; = a;.. = a, = a,
bliver Py, = (a+ar,
medens alle Leddene i S, , blive a?. Antallet af saa-
danne Led er lig det Antal Maader, paa hvilket p Ster-
relser kunne udtages mellem =, altsaa K, ,. Af (3) faar
man derved
(x4 a) = 2"+ K, 12" ta

K, pat2at 4. K, yat—Pab4-, - a"

}', (5)

n nin—1}

hvor K;a.l';'_l'; Ky = (1.2 NEDG
_ nin—0-.n—pd-1)
Koy = 1.2..p ’

Ved Hjalp af denne Formel, den saakaldte Bino-
mialformel, kan en toleddet Sterrelse opleftes til n'
Potens. Da K,, , = K,,, danne Koefficienterne en
symmetrisk Raekke. Have @ og « forskellige Fortegn,
blive Leddenes Forlegn afvekslende -~ og —. Det er
naturligvis underforstaaet, at » er el positivt, helt Tal.

Eks.

felles Faktor a,., uden for en Parentes; i Parentesen

ety

(v a)® = a® -+ data | 102%* + 10x*a® |- Sxa® - ab.
(@—a)® = a%— 62%a + 15ata® — 202%a® 4 15x%a
— 6za® | ab.
fa-4-0)" = a” — 21aBh® + 35a%bt — Tab®
| L, 2 : ¥ ) 0 R 5 ) )ty 21D 18
- PRt gau v = LN UL
Jul, Petersen: Aritmetik. Il og II1. G
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Bevis, at 1+ Koy + Ko+ Kon o +1 = 2.
Hvilken Formel kan udledes ved bammenhgnmg af
Koefficienterne til 2* i ldentiteten

(142 (1 4-2)* = (1412

Taylors Formel.

10. Et Udtryk, der indeholder #, og hvis Veardi
derfor er athengig af den Vardi, som man lillegger z,
kaldes en Funktion af 2. Saaledes er f. Eks. Vaz,
log w, ax®, 3a®— dx 41 o.s.v. Funktioner af 2. For
Funktioner af @ bruges Fellesben®vnelsen f(z), hvor dog
/ kan erstattes ved andre Bogstaver. f(z) betegner altsaa
ethvert Udtryk, der indeholder ». Her ville vi kun be-
tragte hele, rationale Funktioner af x, det vil sige
Funktioner af Formen

fla) = a- ba -+ ca® 4 ...+ hat, (1)

11. Af en given Funktion af @, f(«), dannes en ny
Funktion af #, den afledede Funktion af f(z), paa
folgende, rent mekaniske Maade: Af ethvert Led i f(2)
dannes et Led af den afledede Funktion, idet man multi-
plicerer Leddet med Eksponenten il @ og triekker 1 fra
Eksponenten. Af 42® dannes saaledes 3 .4a%! = 122%;
af az® dannes naa™', af a eller a2® dannes 0.az—', saa
at Led, der ikke indeholde z, ingen Betydning faa ved
Dannelsen af den afledede Funktion. Den afledede Funk-
tion af f(x) betegnes ved f“(x); af denne kan atter
dannes dens afledede Funktion /“(z), og saaledes dannes
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ks, fl@) = a*— 32® | 622+ S5z — 1.

Siz) = 4x% — 9z 122 + 5.

Fe) = 122* — 18 ~+ 12,

7w = 243 —18.

T = 24.

Frlx) = .
Man ser.let, at dersom fiz) — ay,a* 4+ a,z"! -
bliver /™ () = a,n(n—1)..3.2.1, medens de folgende

afledede Funktioner ere Nul.

12. Det hmnder ofte ved Anvendelser af Algebraen,
at man i en Funktion af z skal ombytte z med x4 A,
hvor % er vilkaarlig, og man ensker da i Reglen Re-
sultatet ordnel efter Potenser af h. Saaledes af

fiz) = 3z 2x -1

faar man

Sleth) = 3w+ 2w 41

= 3x? 4 2z |  h(6x -+ 2) 4 3A2,

Denne Ordning kan naturligvis altid i de forekommende
Tilfeide udferes, idet man udvikler de forekommende
Potenser af /4 efter Binominalformlen og ordner; man
kan imidlertid ved Hjmlp af de afledede Funktioner danne
en almindelig Formel.

Al flw) = aga™+ a, a1 - a,xn—2L .
dannes
Sle+-h) = ag@+ "~ a, (@ =t ay (@ - A2,
hvor

videre /77 (z] .. /™ (x).

o i

T

f —=hjn = 2 —|— Lt h - - = ‘" r"-zhﬂ + ..
: e o n— 1)(7?
(@bt = gt P ey 2 e ] L
e e
-
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For al faa f(r— /) multiplicerer man disse Ligninger

henholdsvis med a,, «,, @y . . . og adderer. Man faar

derved

fla—-h) = A, Ak AR
hvor
A, = age+a a1 a4 = flx},
A, = %a[,.r'”—‘+ ’—atTl 1.1'-"—24{*,172{52.!:"‘3-1-.. = f'(x),

7 —l) —1 1

I e A
T

§ h2
fle+ = H’JJ—)‘(M,-H‘” 'Lﬁl

B W !
-l-j'”l-‘l 4+ ..t a,. I

.2.3
idet fW(@) = agnim—1)(m—2..3.2.1

Denne Formel er bekendl under Navn af Taylors
Formel; det er her forudsat, at = er et helt, posi-
tivt Tal.

Eks. Hvad bliver flx - 1), naar

flo) = x* + 222+ 2w —17
Man har
fla) = «* 4+ 22 4o —1; Fla = 3+ 4w 4 1;

@ = 6x+4; @) = 6; h =1,
altsaa

fle+h) = 23+ 20% 4 &2 — | 4 (32 4 4+ 1) A
4+ (Br+hE+ A% fle 1) = 2¥ + ba* 4 Br + 3.

13, Af i
flae+h = f@) + f @ h+ l‘—é 4
falger ) ]'
fet =i _ J) —rj”lv)

h
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Lighedstegnel undtagen j”(r) bort. Breken paa vensire
Side bliver ubestemt, men faar en vis Greenseverdi, naar
h narmer sig til Nul (I, 122); man har altsaa

. (o 4 ) — Fl
frie) = lim LET }:—fi’”', (3)

hvor Tegnet lim . betyder, at man paa hejre Side skal
tage Grensevardien, det vil sige den Verdi, til hvilken
Broken nmrmer sig, naar & aftager mod Nul. Saaledes
faar man f. Eks. for f(x) = «®

3___ 58 3. 2h 1 2 3
S = lim.(——~—$+it}t & _ o, oAb i“’" -

— lim (32 -+ 3zh + A% = 3a*.

14. Medens der ifelge vor Definition kun kan dannes
afledede Funktioner af hele, rationale Funktioner, har
derimod Breken i (3) en Granseverdi ogsaa for andre
Funktioner.  Differentialregningen gaar ud paa at be-
stemme denne Grenseverdi for alle Funktioner, og, idet
man da ved f*(z) forstaar denne, viser man, at Taylors
Formel med visse Indskrenkninger bliver almengyldig.

Eke. flz) = Va; f/12) = hm!’-ﬁﬂl—l/-’ﬂ_

Multipliceres Brakens Teller og Navner med

V'Z_‘T:h + V';)
m A im —_—l — = ——l—
I(VTLJJ—}—Vm) Va+h—+Va 2Vx

faar man

flx) =1l

Eksempler til @velse.
1. Find f{z— 2), naar fiz) = 3% — o —1.
2. Find f(z-h), naar f(r) = o'+ 2*+ 1.

3. Find /" ix), naar flz) = (- a".
1

ﬂ“B*WMWW%M%—LMJMJ'—

alt swtte h — 0; derved falde alle Led paa hejre Side af

i

i
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K=debrsk.

15 En Kedebrok er en Sum af et helt Tal og
en Brek, hvis Teller er 1, og hvis Nevner er en ny
Kadebrak. '

Skal en Brek forvandles (il Kaiedebrek, skrives den
som blandet Tal: Breken i dette skrives som 1, divideret
med den omvendte Brek, der atter skrives som et blandet
Tal o.s.v,

Eks.

5 9 19 1 1~
gﬁ_ 2433t 33 T T :_3= T=F %
altsaa

Man ser lel, at man netop udfarer de samme Reg-
ninger, som naar man seger storste fwlles Faktor for
Taller og Neevner, og at de Tal, som man seger, nelop
ere de Kvotienter, som faas ved Divisjonerne.

117 331 1—'—3 forvandles til Kadebroker.

Eks. 370 75 8 700

16. Den almindelige Form for en Kedebrak er

[ 1
L gp—L

87

ville vi betegne ved w,; man har altsaa

Dersom man standser Kedebraken ved en ufuldstendig
Kvotient og bortkaster det evrige, faar man en Kon-
vergent til Kedebreken. Standse vi ved «p, faa vi
saaledes en Konvergent, hvis Tzller og Neevner vi ville
betegne henholdsvis med y, og z; man har altsaa

a 1
Yo _ %o, Y1 _ g+ — 0.8.v.,
a;

£p L7 2
der egentlig ber skrives
Yo = @y, 29 = 13 y, = aga; +1, 2, = a; 0.5V

17. Beregning af Konvergemterme. Man har ved al-
mindelig Reduktion
Yo g, Y1 __ %% +1

- 1 z, a,
Yo __ &?ftla&_!_ao_{' @y __ Y Y.
£y ayay + 1 apz, 2z’
Ya _ ﬂJ2+y1 B
€y @32yt 2,
Man slutter heraf, at man almindelig maa have
Yr __ Gelfr— y, 2 (i

2r ar-r—i‘i—zrf!
og Slutningens Rigtighed vises ved Induktion. Belrugl-
Yrit gp Ir
4 Zy
ved i den sidste for a, at s@tte ar—{—a ; man faar

ning af Kedebroken viser, at man kan danne

z
Ayt — . rt
P lag-..., altsaa, hvis (I) gaelder
hvor a,, a,, a, . . kaldes de ufuldstzndige Kvo- ( + )yr g
. = i .. r—2 o
tienter, medens enhver af disse, naar den felgende Y4t _ “r 1 o Oralfr e
— Kadebrok—adderes—til_den, giver en fuldstendig Zrt {,,_ eE P P s i

Kvotient; den til @ svarende fuldstendige Kvotient

Qriy/
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der viser, al (1) glder for enhver Veardi af », dersom
dersom den gelder for den narmest lavere.

Man kan nu let danne Konvergenterne efterhaanden,
idel man ferst opskriver de to farste og benytter (1).

Eks. 1. Ere de ufuldstendige Kvotienter 2, 1, 1, 2,
1, 3, 2, faar man Konvergenterne

23 5 13 I8 61 152
1 1 2 5 T7T* 96° 5§
den sidste Konvergent er selve Kadebreken.

Eks. 2. Find Konvergenterne, naar de ufuldstendige
Kvotienter ere 1, 2, 3, 1, 1, 2, 1, 1, 2, 3.

Eks. 3. Find Konvergenterne til Kedebreken

la, a, a, a, a, a, a)*).

18, (1) viser, at enhver Konvergenl ligger
mellem de to foregaaende og n@rmest ved den
sidste (I, 81); dens Teller og Nevner ere nemlig dan-
nede ved Addition af de to foregaaendes, efter al den
sidste af disse i Teller og Neevner er multipliceret med a,.
Setter man x, for a,, faar man selve Kedebreken i Stedet
for Konvergenten 'Z—'; selve Kedebroken ligger der-
for ogsaa mellerm to hvilke som helst paa hin-
anden felgende Konvergentler og nmrmest ved
den sidste.

19. Lad os nu paa en vertikal ret Linie - afsitte
Punkterne 4, 4,, 4,.., hvis Hejder angive Konvergen-
lernes Vaerdier. 4, ligger da over 4,; 4, falder mellem
A, og 4, og nwrmest ved A,; A, falder mellem A,
og A,, nermest ved A, o.s.v. Da den sidste Kon-
vergent er selve Kadebreken, slutte vi heraf, at:

‘i En K@debrok betegnes ofte saaledes ved sine ufuldstendige

89

Kadebreken er sterre end Konvergenterne
med lige, mindre end Konvergenterne med
ulige Indeks; Konvergenten med Indeks O er den
mindste, den med Indeks 1 den sterste af dem alle.

20. Ligningen (1) staar egentlig i Stedet for de to

Ligninger
Yr = Qplir—a =3t ,Vr—?‘ (2)
2 = apzr_y + 2zr_a]

Af disse faas, naar a, elimineres,

Yrer—t— Zrlir—q = — |Yr—4Zp—2— Ir—1}Yr—2l,
der viser, at man i et Udtryk som det paa venstre Side
af Lighedstegnet kan gere Indeks 1 lavere, naar man
samtidig giver Udirykkel modsat Fortegn; forlsaller man
paa denne Maade, faar man lilsidst

Yr2g— 2, Yo = l@ga;+ 1) —a;a;, = L
For » = | faa vi altsaa Vierdien I, for » =2 faa vi da
Vardien — 1 o.s.v., saa at man almindeligt har

Yr2r—t— Zplir— = [— L=, (3)
Heraf folger, at Konvergenterne ikke kunne for-
korles.
Man faar nu
11
e B (4)
2y Spay Spdr—1

Denne Ligning viser, at Forskellen mellem to
paa hinanden felgende Konvergenter bliver
numerisk mindre og mindre, jo sterre » bliver,
og at denne Foarskel er afvekslende posiliv og
negaliv. Da Kedebreken ligger mellem de to Kon-
vergenter, ser man lillige, at man ved for Kadebroken

Yy . .
absiptte-2"=) beppai-on-Foil—_Ger—ec_ipi
at-swtte beguar en Fejl, der o

Kvotienter,
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21. Enhver Brek, hvis Nevner er mindre
end en Konvergents Na@vner, kan ikke ligge
Kedebreken saa nier som denne Konvergent.

Lad Konvergenten vare f" 0g ¢ < zp; da er
r .

P ¥ _PE— Q¥ P Yret _ PreEi— @Yres
q 2 g oz Qv
hvor de to Differensers numeriske Verdier er storre end

]

, da deres Twellere mindst ere 1. I kan derfor
ZpZrad q

ikke ligge mellem de to Konvergenter, da disses Forskel

er I i Forskellen mellem -f}i og Kedebroken maa da

Zrdrad
viere sterre end i alt Fald den ene af Differenserne

1
ovenfor og derfor ogsaa starre end S ., der atter er
rRr41

storre end Forskellen mellem Kedebroken og {L’; denne

<r

Konvergent er derfor naermere ved Kedebreken end g

Konvergenterne have altsaa den Egenskab,
at de for Kedebroken give tilnermede Udtryk,
der skrives med mindre Tal end alle andre
Breker, der udtrykke Kedebroken med lige saa
stor Nejagtighed.

22. Kadebreker kunne vere uendelige, men maa
da have en irrational Verdi, da alle rationale Tal for-
vandles til endelige Kedebroker. Kadebrekens irrationale
Veerdi er den Grensevierdi, til hvilken Konvergenterne
nerme sig, naar Indeks vokser uden Granse.

En uendelig Kedebrek kan vere periodisk (ren
eller blandet), idet de samme ufuldstendige Kvotienter
stadig gentages i samme Orden; Veardien al en saadan
Kedebrek bestemmes som Rod i en kvadratisk Ligning.

——

a1

har man 1
=] + 9 J.__ 1

3 + s
xr
idet Kmdebreken maa have Verdien x, selv om man
afskarer den forste Periode; Konvergenterne ere
1 3 10 10z 4+ 3
e g 70 Tadgd?
hvor den sidste er selve Ksedebreken; man har altsaa

44 V37
Ta® + 2 = 10z -+ 3, hvoraf z — -#,

idet den negative Verdi al » maa forkastes. Omvendt
kan en positiv Rod i en kvadratisk Ligning udvikles i en
uendelig periodisk Kwmdebrek; vi ville kun vise dette ved
et Eksempel.

Eks. Er @ — V13, salte vi & = 3 +}L idet 3
er det sterste hele Tal i V13; vi faa da E

I Vi3 3 1
Ty = —  — = ———— = | L —
T Vs 3 i T,

idet Breken ligger mellem 1 og 2; nu er

4 Vi3 4 1 0
Xy — —— = = 1 + —;
V13 —1 3 T,

3 V13 2 I
By = e = U e ] —,
TV e 3 7,

Fortsette vi saaledes, faa vi
£= 3,1, 1,8, 1,8 1, 1 ...}
Eks. 1. Find Konvergenterne til (2, 1, 3, 1, 1,1, 2, 1, 4]

2. Find Konvergenterne til 431273 :391524.

3. Find Verdien af (1, 2,2, 1, 3,2, 1,3 ...J;
beregn den sjetle Konvergent og underseg Af-
vigelsen.

4. Find de 4 farste Konverzenter til 3,14159265.

Er L.Eks. v = (1, 2, 3, 1, 2, 3, e

Qs i iR A

P s ol -
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Om hele Tal.

23. Den ubestemte Ligning af forste Grad. Ligningen

ar—by = ¢ '4_9' (,-})r
kan lkke heeiemmv de o ubekendte « og y. ¥ Stedet
for den m:m lende ngt‘lmg kan man sztte den Be-
stemmelse, at x og y skulle viere hele Tal. a, b og ¢
anlages at betegne hele Tal. « og 6 kunne forudsattes
indbyrdes primiske, da en falles Faktor for a og b ogsaa,
hvis Opgaven er mulig, maatte findes i ¢ og da kunde
bortdivideres. h
Ligningen har uendelig mange Lasninger, men (ﬁé'se
findes let alle, naar man kender een Lesning. Anlag
nemlig, at Ligningen tilfredsstilles af r = a og y — f;
man har da

ag — b =
og ved Subtraktion fra (
alr—a) — bly— ﬁl = 0, hvnraf’ :—; %
Da% er en uforkortelig Brok, maa man her have (I, 99)
t—a = mby y—§ = ma,
altsaa @ = a+mb; y = A+ ma, (2)

hvor m er et vilkaarligt helt Tal.

Ofte er det tillige givet, at r og y skulle vaere posi-
live; man kan i =aa Fald kun benylle saadanne Vardier
al m, for hvilke

a-mb=>0; g+ ma=>0.

24. Vi behave saaledes kun at finde een Lesning
for al kende alle Lesninger. Til at finde den ene Las-
ning har man forskellige Metoder.

) Da Verdierne al « danne en Diflerensreekke med
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enten begge vaere Vardier af ». eller ogsaa maa der
mellem dem ligge een Veerdi af ». Man prever derfor,
idet man for x inds@tter alle hele Tal fra — }& til 14
(eller for y alle Tal fra —}a til la), til man finder det,
for hvilket y (eller ) ogsaa bliver et helt Tal.

Eks. 3z —Ily = 5.

For y indsettes — 1, 0 og +1; »¥ = —1 giver
x = — 2; den fuldstendige Lesning er altsaa

= —2+1lm; ¥y = —1-+ 3m.

2) Dersom Koefficienten til .0 er negativ, forandres
alle Tegnene; er Koefficienten Lil y derefter positiv, s@tles
¥y = —l-

-~ Man udvikler «:4 i Kwedebrek og beregner Kon-
vergenterne ; lad den nmsisidste af disse veere p :¢: man
har da {20)
ag—bp = — 1, altsaa L aeq == bep = ¢,
= H-eq+ mb; y = T ep+ ma

Tallene -~ ¢g og - ¢p blive ofte store; man kan da

faa dem erstattede med mindre Tal ved for m al swtle

S Am — a) 0og give a en passende hel Vardi

Eks. 152z — 59y — 13.
Den nestsidste Konvergent til [52:59 er 67:26;
man har nu

152 .26 — 59 . 67 = —I
eller 152 . (—338) — 59.(— 871) = 13;
allsaa & = — 33859 (m-L6) = 16 -+ 59m;
y = — 811 4+ 152(m—+-6) = 41 + 152m.

Har man to Ligninger med 3 ubekendte, elimineres
den ene, og Endeligningen behandles som ovenfor lart;
har man to ubekendte flere, end man har Ligninger, kan
den ene ubekendle valges vilkaarlig, og for hver Vardi

Differensen b, maa to vilkaarlige Tal med denne Differens

af denne bestemmes da de andre ubekendte.
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25.  Fermats Setning. Dersom p er et Primtal,

gaar p op i 5 T
bt = L

naar a er et vilkaarligt Tal, der ikke er deleligt med p.

Dersom to Tal @ og b ved Divisjon med et Tal P
give samme Rest, siger man, at a er kongruent med
b for Modulus p; det skrives

a=b (mod. p).
Vi skulle altsaa bevise, at, idet p er Primtal,
@t — 1 = 0 (mod. p). (3)

Tallene a, 2a, 3a...(p—1)a ere ikke delelige med
Ps 0g lo af dem kunne ikke ved Divisjon med p give
samme Rest, da p i saa Fald maatte gaa op i deres
Differens, hvilkel man let ser er umuligt. De p— 1 Tal
maa altsaa ved Divisjon med p give p—1 forskellige
Rester, hvoriblandt 0 ikke findes; disse Rester maa da
veere Tallene 1, 2, 3, . . p—1, uden at vi dog vide
Noget om den Orden, i hvilken de fremkomme. Pro-
duktet af alle Tallene maa give samme Rest som Pro-
duktet 1.2.3. SAp—1) (L. 88).

Altsaa har man

a.2a.3a..(p—1la = [p—1] (mod. p).
eller

[p—1]am~'— [p—1] = [p—1](@*~"'— 1) = 0 (mod. p).

p gaar saaledes op i Produktet [p— 1] @' — 1);
da nu p ikke gaar op i den ferste Faktor, maa P gaa
op i aF~t—1,
© 26, Den ubestemte Ligning
N\ Zr—t—1 = yp
eller, som det kaldes, Kongruensen
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har altsaa til Lesninger alle mulige hele Vardier af z,
der ikke ere delelige med p. Dersom et Tal . tilfreds-
stiller Kongruensen (4), men ikke nogen Kongruens af
samme Form, men med lavere Eksponent, kaldes &z en

¢ primitiv Rod i Kongruensen. Saaledes er i Kon-

gruensen 24 = 1 (mod. 5)
2 og 3 primitive Redder, medens 4 ikke er del, da man
har 42 = 1.

Leren om de primitive Radder har mange vigtige
Anvendelser, is@r i Ligningernes Theori.

27. Wilsons Setning. Dersom p er et Primtal, gaar
popi[p—1]+1.
Ligningen
ar —py = 1 eller ax = 1 (mod. p)
har, som vi have vist (24), altid een og kun een Verdi
f af @ mellem 0 og p, naar a ikke er delelig med p.
I Veelge vi et Tal a << p, finde vi altsaa et saadant

" Tal x << p, at ez = 1; a og x ere forskellige undtagen

for a = 1 og a = p—1; dersom nemlig » = a, bliver
’. a’=1 eller a*—1=0. p maa da gaa op i a— 1 eller
a—+1, og'detle er kun muligt i de to navnte Tilfielde.

Tallene 2, 3, ...(p—2) kunne altsaa lages sammen
to og to, saa al Produktet af to sammenherende ved
Divisjon med p giver Resten I. Produktet [p—1] giver
altsaa Nesten — 1, som det skulde bevises.

Dersom p (= 4) ikke er et Primtal, ser man let, al
[p—1] er delelig med p. Wilsons S@tning angiver saa-
ledes en Egenskab, som findes ved alle Primtal, men
ikke ved andre Tal.

28.  Talsystemer. 1 Stedet for 10 kan man som

=t ="1(mod. g . (4]

Grondtal—for—et-"Fatsystem—benytte—et—andet—helt—TFal-k;——
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man maa da have Cifre for Tallene 0, 1, 2 .. k—1;
for evrigt bibeholdes den Regel for Skrivemaaden, al et
Ciffer faar en k Gange hejere Verdi, for hver Plads det
rykker mod venstre. Det Tal, der fra hejre mod ven-
stre skrives med Cifrene a, b, e, d .. .., har altsaa
Ll a - bk b ek® A dk® -

Setninger om dette Tals Delelighed med Tal, der
gaa op i k, k*..k—1, k-1, udledes som de analoge

7

Setninger om Tal i Titalsystemet {1, 92} N

Eks. For at skrive 1735 i Syvtalsystemet dividere
vi med 7 og finde 1735 = 9247 .7 — 63 emlvideire er
247 — 35.7-+2; 35 = 5.7 40, saa at 1735 i Syv-
talsystemet skrives 5026.

Eksempler til Ovelse.

1. 1392+ 51y = 1705. (2 og y pos. hele Tal.)

9. En Mand kebte Svin og Faar for 350 Kroner; hvert

Syin kostede 29 Kr., hverl Faar 31 Kr.; hvormange

kebte han af hver Slags?

Find den laveste primitive Rod i #'®= {mod. 17).

4. En Mand kebte 100 Dyr for 325 Kr., nemlig Ander
til 2 Kr., Ges til 7 Kr. og Lam til 5 Kr. Stykket;
hvormange fik han af hver Slags?

5. Bevis, al a? —a er delelig med 42, naar a er et
helt Tal.

6. Hvorledes skrives 17923 i Femtalsystemet? ‘

7. Hvorledes skrives 29132 i Tolvtalsystemet, naar vi
for 10 oz 11 benytte Cifrene « og B?

-
by
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9. Hyvilket Tal, mindre end 1000, giver ved Divisjon med
17, 19 og 35 henholdsvis Resterne 16, T og 257
10. Siderne i en retvinklet Trekant udtrykkes ved tre

hele, indbyrdes primiske Tal; hvilke Veerdier kunne
disse have?

Determinanter.

29. Man benytter den forkortede Betegnelse
a, b,
ay b, |’
der kaldes en Determinant af anden Orden ; Delerminanten
al nt* Orden

aby,—bia, =

ay by ok
agbyey... ky
D — | aybyey... ky

afl bﬂ C'” [ECR) kﬂ

med n Rekker, n Sajler og »* Elementer betegner
en flerleddet Storrelse, hvis Led er alle de Produkter af
n al Elementerne, der kunne dannes saaledes, at der ikke
i samme Produkt findes to Elementer af samme Rakke
eller to Elementer af samme Sejle. Del samme Bogstay
eller den samme Indeks kan altsaa ikke findes to Gange
i samme Produkt. Det halve Antal af Leddene faar For-
tegnet +-, det halve Antal —, efter en Regel, som vi
straks skulle angive. - Leddet a,b,cy ... (Diagonalrekken)
har altid Fortegnet 4 og kaldes det principale Led.
Determinanten betegnes undertiden ved dette Led, sal i

5. | hvilket Talsystem skrives 15247 som 105017

en Parentes.

Jul. Petersen: Aritmetik 11 og 11 7
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30.  Af det principale Led
a boey; Lk,

kan man danne de andre Led ved al lade Bogstaverne
blive staaende og ombytte deres Indices paa alle mulige
Maader. Derved faas nemlig alle mulige Produkter, i
hvilke hverken et Bogstav eller en Indeks forekommer
to Gange.

Antallet af Led i en Determinant af n' Orden, hvor
intet Element er Nul, er folgelig [n].

Fortegnet for et Led bestemmes paa felgende Maade:
De n Elementer, der forekomme i Leddet, t®nkes, som
de staa i Determinanten, forbundne to 0og to paa alle

—

mulige Maader; hvis der da imellem Forbindelseslinierne
lindes et ulige Antal, der gaa opad tilhajre, faar Leddet

—, ellers -,
Eks.
‘albjcl . % = b 3
@040y + agbye;, 4+ agzb e,
ayby0y |~ abge aybicy, — aybye
TPl — A0 0y — aybyey .
azbye,

Antallet af Forbindelseslinier, der gaa opad tilhejre, ere
i de 6 Led henholdsvis 0, 2, 2, 1, 1, 3. De 6 Led ere
dannede af det farste ved i dette at permuiere Indices
paa alle Maader? Hvor en lavere Indeks staar efter en
hajere ;_'(’de to Indices siges da at dannefen Inversjon),
('ville de to Elementers Forbindelseslinie gaa opad tilhaejre,
saa al man ogsaa kan bestemme el Leds Fortegn ved
Antallet af Inversjoner i de » Bogstavers lndices.)

31. En Determinant forandres ikke ved, at
Rakkerne gores (il Sejler og omvendt, naar
for Resten Felgeordnen bibeholdes.

Da man danner alle de Led, hvis Faktorer findes

o
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begge Tilfelde de samme. Et Led faar Ogsaa i begge
Tilfelde samme Fortegn, thi et Elements nye Plads er
symmetrisk med den oprindelige Plads med Hensyn til
Diagonalrekken, og man ser let, at de Forhindelseslinier,
der gaa opad tilhajre for Ombytningen, ogsaa gere det
efter Ombytningen. '

32. En Determinant skifter Fortegn, der-

som to af dens Raekker (Sajler) ombyttes,

(herscm de to Rmkker folge efter hinanden , ville
alle Forbindelseslinier vedblive at vare.af samme Art,
undtagen den, der forbinder de to Elementer i de om-
byttede Rakker. Denne erstattes ved en Forbindelses-
linie af den modsatte Art, og elhvert Led skifter derfor
Fortegn. 7,,-)

Er der p Rekker mellem de to, der ombylttes, kan
man ferst bringe den woverste paa dens Plads ved p1
Ombytninger med den nermest lavere; den nederste
bringes derpaa paa sin Plads ved p Ombytninger med
den nermest hajere: da der derved er foretaget 2p -1
Ombytninger, og Determinanten for hver af disse skifter
Tegn, bar den faaet modsat Fortegn, naar den endelige
Ombytning er udfort,

Heraf folger, at en Determinant er Nul, naar
den har to ens Raekker (Sejler); den skifter nemlig
Tegn og bliver dog uforandret, naar de to Razkker om-
byttes.

33. En Determinant multipliceres med et
Tal, naar alle Elementer i en af dens Rekker
(Sejler) multipliceres med Tallet.

Af de multiplicerede Elementer findes nemlig eet

og kun eel 1 hvert al’ Determinantens Led.
e
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34( Underdeterminanter.  Swlles o, uden for en
Paventes i de Led af Delerminanten, hvor a, findes, faar
man inden i Parentesen alle de Led, der kunne dannes
af bgeyely . .oy
naar Indices ombyties paa alle Maader; disse Led ere
de samme som de, man faar ved at udslette den Rakke
og den Sajle, hvori @, findes, og udvikle den Determinant
af Ordonen n—1, der bliver tilbage. Denne Determinant
kaldes den il a, svarende Underdeterminant
og belegnes ved 4,.

De Led, der indeholde «,, kunne ligeledes skrives
ayd,, hvor A, da er den Determinant, der bliver til-
bage, naar den farste Sajle og anden Rakke udslettes.
Dog har denne Determinant og A, modsatte Fortegn,
thi ombytte vi de to forste Rakker, skifte alle Led For-
tegn, og den til a, svarende Underdeterminant findes
nu ved at udslette den forste Rakke og den forste Sajle.

Fortsitte vi saaledes, faa vi for Determinanten I?
D = aA +aydy+4 .. a,4,, (1
hvor enhver af Underdeterminanterne A, findes ved at
udslette den Rakke og den Sejle, hvori a, findes, og
give den tilovershlevne Determinant af Ordnen »— 1
+ eller —, eftersom p er ulige eller lige.

Paa lignende Maade faar man
D = b,B +b,B,. b,B,
= ¢, C;+e¢, Co+0,Cp 0.5.v.,
hvor enhver Underdeterminant er dannet ved at udslette
den Rakke og Sejle, der indeholder det tilsvarende Ele-
ment, idet dog den tiloversblevne Determinant faar mod-
sat Fortegn, naar Rekkens Nummer plus Sejlens Nummer

=
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gor den udslettede Raekke til den forste Riekke og den
udslettede Sajle til den forste Sajle.)
Paa samme Maade kan man oplese en Determinant
i Underdeterminanter ved at gaa ud fra Elementerne i
en Raekke; man faar da
D=a,A1+b,Bl+c,C,+..] "
= agdy +b6,By4-¢,C,+ . .| il
Setter man | disse eller de forrige Ligninger en
anden Rakkes (Sejles) Elementer i Stedet for den be-
nyttede Rakkes (Sejles), faar man en Determinant med
to ens Raekker (Sejler); da denne er Nul, har man
@A, + bB, 4 C, +... = 0 l
did,+dyAy+dd,+ ... = 0 |
i alle Tilfelde, hvor k ikke er 1, og d ikke er a.

(3)

35. En Determinant forandres ikke, naar
man til en Raekkes (Sejles) Elementer adderer
en anden Raekkes (Sejles) Elementer, mul-
tiplicerede med et vilkaarligt Tal.

Setler man nemlig i (1) az-md; for @, faar man

lay +mdy) A, + (ay +mdy|A, - ... (ay -+ mdy) 4,
eller
aydita,d,+ . oandy+m(d, A, L dydy 4 ... dp ),
der netop er 2, da Sterrelsen i Parentesen er Nul.

Ved Anvendelse af denne Smtning kan man @ndre
en Determinant, saa at alle Leddene i en Rekke {Sajle)
blive Nul paa eet nwr, og saaledes reducere Determinanten
til en anden, der er en Orden lavere.

Eks.
(1213 [ 21 3] || 213 i
2111 210 ¥y 0-3-1-5 5
= | = = — |1 1-9
l 1321 011-2) 0 1 (-2 S
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36. Lesning af » linewre Ligninger med » ubekendte.
Lad de » Ligninger med »n ubekendte

a,xp+bywete g .. bymn = ky I
gty -bory oty ... igtty = kg )
Ay bpgteuty .. inan = ks l
vere givne.
@bl . \
D — aybyey . .1, | (5]

’ Anbncy .. Iy
kaldes Ligningernes Determinant; multiplicere vi Lig-
ningerne henholdsvis med 4,, A,... 4, og addere vi
derpaa, faa vi som Koefficient lil @,

a, 4, +a,d, - ... a, 4, — D
og som Koefficient til «,
b A, b, 4, .. . b4, = 0,
og paa samme Maade blive de avrize Koefficienter Nul;
man faar altsaa
Day = kA, +kod, .. knd,. (61
Paa lignende Maade faas ved Multiplikation med
B,, B, .. og Addition
Dzy = kB, +kyBy— .. kyBy 0.5.v.
Enhver af de ubekendte er altsaa lig en
Brek, hvis Naevner er Ligningernes Deter-
minant, og hvis Teller dannes af Ligningernes
Determinant ved i denne at ombytte den ube-
kendies Koefficienter med de tilsvarende Tal
paa hejre Side af Lighedslegnene.
Dersom I) = 0, og A, er en Underdeterminant,
der ikke er O, multiplicere vi som ovenfor med A,,
Ay .. A, og addere de n—1 Ligninger. Vi faa da ved
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— A fayey +biwg .. i) =k, Ay + kg A, . kn Ay,
der viser, at den ene Ligning enten kan udledes af de
andre eller er i Strid med dem.

37. FElimination af »—1 Sterrelser mellem » lineare
Ligninger,

Ligningerne skrives som smdvanligt, blot at alle
Leddene samles paa venstre Side af Lighedslegnene.
Slettes de ubekendte ud, hehaver man blot al s®ite to
Streger til for at faa en Determinant, som, sat lig Nul,
er Resultatet af Eliminationen. Ere Ligningernes be-
kendte Led k&, ky..ks, faar man dette Resultat ved
at multiplicere Ligningerne med de til disse Elementer
svarende Underdeterminanter og addere,

Saaledes faar man f. Eks. ved Elimination af » og y
mellem Ligningerne

ar+by-+e¢ = 0,
ayx+by+e = 0,
a,—+byy+e, = 0,

Endeligningen
la b e ]

J a, b, e,

ay by Co

38.  Determinanters Multiplikation. Vi betragle de

tre Systemer af n Ligninger

1 apz, + by, ..+ e = kp

D @y by Ay = 2 p(p=1,2...n

3) epyytPpye .-t wln = by
med Determinanterne /),, 2, og 4. Ligningerne 3
ere dannede ved at indsette Vardierne af Sterrelserne a
af 2 i 1. Sege vi forst Starrelserne @ af 1 og derpaa

at benytte (2) og (3)

y af 2, faa vi disse som Breoker med Nevneren D, D,
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medens vi ved at sege Sterrelserne y af 3 faa Navneren
43 man har derfor, da de to Nevnere ere af samme Grad,
DDy = 4, '
hvor Elementerne af J ere
apa'y + bpa'y + ... F-1pan

og de analoge. Vi kunne derved multiplicere to Deter-
minanter af »' Orden, saa at Produktet ogsaa er en
Determinant af n'** Orden. Er den ene Faktor af en
lavere Orden, bringer man den til at viere af »** Orden
ved at tilfeje Elementer 1 i Diagonalrekken, medens de
andre Pladser fyldes med Nuller.

Eks. 1.
z+y+z=1; artby+ecz = d; a®z b4tz = d°.
x = K:D, hvor

111 1 0 0 ) 5
D=labe|l=|a b—ae¢—b|= 2——a262~
a2h2ct a2 BP—a? ® B2 b*—a’c*—b?
1
= (b—a)lc—b) ’ btaotb| ™ {b—a) (¢—b) (e—a);

K = (b—d)(e—b) (e—d) 0.8.V.

Eks. 2. Les ved Determinanter Opgaverne i L. Pg. 65
Eks. 1, Pg. 67 Eks. 9 og Pg. 68 Eks. 15.

Eks. 3. 1 Determinanten af tredje Orden i 30
ombyltes a,, b,, ¢,, @, ... med de lilsvarende Under-
determinanter 4,, B, ...; bevis, at den ny Determinant
er Kvadratet af den givne. Hvorledes lyder den analoge
almindelige Satning?

Eks. 4. Eliminer Siderne mellem

a — beos C 4 ccos B
og de to analoge Relationer mellem en Trekants Stykker.
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Komplekse eller imaginaere Tal.

39. Vi ville nu udvide vort S},'slen-1 til at omfatte
alle en Plans Punkter; det gelder da om at finde dertil
svarende Udvidelser af vore Operationer og vort Tal-
syslem.

I Planen trekke vi en ret Linie med positiv Ret-
ning X og betegne dens Punkter paa sadvanlig Maade
ved vore reelle Tal; gennem Nulpunktet O legge vi en
anden Linie, vinkelret paa den ferste gennem O og
T
5:
idet vi have valgt en Omlebsretning for voksende Vinkler.
Vi betegne Punkterne paa den anden Linie som paa den
forste, kun at vi, for at skille de ferste fra de sidste,
s@tte Merket ¢ foran Betegnelsen. Punktet :7 er saa-
ledes det Punkt, som dmkkes af Punktet 7, naar OX

give den en positiv Retning Y, saaledes at (XY) =

drejes  Vinklen g om (). Den anden Linie kaldes de

imaginzre (eller rent imaginere) Tals Akse, medens
den forste kaldes de reelle Tals Akse.

Om Planens Punkter gelder, at de svare en-entydig
il de Liniestykker, der forbinde dem med O. Disse
Liniestykker ere Individer, til hvis Bestemmelse, der
herer baade en L@ngde og en Retning: den sidste
regnes fra O, der er Stykkernes faelles Begyndelsespunkl.
| Fysikens Krefter eller Hastigheder have vi Eksempler
paa saadanne Retningsstarrelser.

40. Addition. Vi ledes herved til den Udvidelse, vi
maa give vort Begreb Addition og derved Tegnet —+.
Ved Summen af OA og OB (eller af A4 og B) ville vi
forstaa OC (eller C), idet OC er Diagonal i det ved OA

og OB bestemte Parallelogram. For flere Addender finder
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man da Summen, idet man danner en hrudt Linie, der
begynder i 0, og hvis enkelte Stykker ere lige store og
parallele med Addenderne; Summen er da den Linie, der
forhinder © ed den brudte Linies Endepunkl —Man
ser straks, at den givne Definition medfarer, at Adden-
dernes Orden er vilkaarlig, og at den indbefatter Defini-
tionen af reelle Punkters Addition som specieit Tilfelde.

Hvis et Punkt A projiceres paa de to Akser i de
Punkter, der helegnes ved a og i, bliver det Summen
al disse og maa derfor betegnes ved a 4 b ; vi have saa-
ledes dannet et udvidet Talsystem (komplekse Tal), hvis
Tal svare en-entydig til Planens Punkter eller Linie-
stykker (med Retningl; ved simple geomelriske S@tninger
ser man straks, at hvis a -+ @ og «,-4ib; ere lo
Punkter, vil a 4+ a, +i(b-+b,) vere deres Sum. De
komplekse Tal adderes derfor efter samme Regler som
de reelle, idel Merket ¢ behandles som en Faktor, eller

man har
jatib)-(a, +ib)) = ata, Lilb+b,). (1)

41. Modulus og Argument. Vi indfere nu en ny Be-
stemmelse af Planens Punkter, idet et saadant Punkt A
bestemmes entydig ved den positive Lengde » — 04
og dennes Vinkel v, regnet fra X. Vi have da, idet 4

svarer til a-ib

a = rcose; b = rsine, 2)
— =5 [‘ ;
allsaa r = Va2 0% tge = —, (3
a@
hvorved
a-+ih = rlcosv L isinvy).

» kaldes Sterrelsens Modulus (absolute Veerdi), v dens
Argument, # regnes altid posiliv; naar a og b

-
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tegnene for a og & bestemme den Rvadrant, i hvilken »
ligger, har » kun een Verdi imellem 0 og 2x.

To komplekse Tal, der have samme Modulus og
Argumenter, der ere lige store med modsatte Tegn,
kaldes konjugerede (a4ib og a—1b).

Positive Tal have Argumentel 0, negative Tal Argu-
mentet 7, medens Modulus i begge Tilfelde er Tallets
numeriske Veardi. Tallet @ ligger paa OY, (il den ene
eller den anden Side af O, eftersom & er posiliv eller
negativ.

Ved Begrebel Addition er Begrebet Subtraktion nmid-
delbart bestemt,

Eks. 1. Afset Punkterne —3, 3/, —32, 1424,
14i, 2—3¢, 34+ 47, —3 + 47 og bestem deres Mo-
duler og Argumenter.

Eks. 2. En Cirkel om O med Radius 2 deles i 6
lige store Dele, saa at det ene Delingspunkt falder i
OX. Angiv Delingspunklernes Moduler og Argumenter.

42. Multiplikation. Vi ville nu udvide vort Begreb
Multiplikation og derved Betydningen af de dertil horende
Operationstegn. Vi have sel, al Additionen af to vil-
kaarlige Punkter er fuldkommen bestemt, naar Nul-
punktet er givel; Multiplikationen krever derimod ogsaa,
al Punklet 1 er lagt fast;~idet Produktet er afhengigl af
den valgte Enhed.

Lad nu £ betegne Punktet 1 og A4 og B vare 1o
vilkaarlige Punkter. Ved Produktet af 0A og OB ville
vi da forstaa OC, idet C bestemmes saaledes, at 2 COB
~AAOE. Heraf folger, idet 04, OB o.s. v. betegne
Liengderne eller Modnlerne

ere givne, findes » og v af (3. Da () viser, at For-

OC.OF = 04.0B; Z E0C = Z EUAF ZEOB,
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der vise, at:

Produktets Modulus er Produktet af Fakto-
rernes Moduler. Produktéts Argument er Sum-
men af Faktorernes Argumenter.

Man har altsaa:

r{cosv--isinvl. », (cosv, +isinv,)

= rry(cos{v vy ) isinlo+o,)), {4)
og denne Formel stemmer med de saedvanlige Multipli-
kationsregler, naar man lader ¢, der hidtil kun har be-
tegnel et Marke, betyde |/— 1.

Man ser straks, at det ndvidede Multiplikations-
begreb indbefatter det oprindelige (idet de positive og
negative Tal henholdsvis have Argumenterne 0 og m),
0g at ogsaa med det Faktorernes Orden er ligegyldig.

Al Reglen for Multiplikation udleder man, at to
komplekse Tal divideres, naar man dividerer
deres Moduler og subtraherer deres Argu-
menter.

Al (4) kunne de tidligere beviste Satninger om
Muitiplikation og Divisjon udledes; de vedblive derfor at
gelde med den udvidede Betydning af Begreberne.

Eks. (+2)(—3) = —6, idet 2.3 — 6; 0+ 7 — 7.

tol = —1,idet 1.1 = 1; ya-tdnr = m.

(—i)i3 = 3, idet 1.3 = 3; fx+in = 2

(144 (1—d) = &, idet V2:/2 — 1;
tr—(—in) = in

i3.  Potensoploftning. Af (4) folger

(r(cosv—-isinv))P — »P(cos pv -} i sin pu), (5)

idet p er et helt, positivt Tal; man oplefter altssa
et komplekst Tal til en Potens ved at oplafte

-

e
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mentel med Eksponenten. Heraf folger, al man
uddrager en Rod af et komplekst Tal ved at
unddrage Roden af Modulus (hvorved kun Rodens
positive Veerdi benyites) og dividere Argumentet
med Eksponenten.

Ved Roduddragningen er der et smrligt Hensyn at
tage. Naar vi have sagt, at el komplekst Tal har et
bestemt Argument, er dette at forstaa saaledes, at Argu-
mentet kun har een Veerdi i de forste f(ire Kvadranter:
er denne Vardi ¢, bliver Argumentet i Virkeligheden
2pm+wv, hvor p er el vilkaarligt helt Tal, thi Stillingen
al O forandres ikke ved, al denne Linie gor et Antal
hele Omdrejninger. Leddel 2pz have vi hidtil udeladt,
fordi det bliver uden Betydning ved Addition, Multiplika-
tion og Polensoploftning; ved Roduddragning, hvor Argu-
mentet skal divideres, er det derimod nedvendigt at lage
Leddet 2pzr med, da man kan faa virkelig forskeliige
Lesninger for forskellige Veerdier af p. Uddrager man
den g% Rod, faar man saaledes forskellige Losninger
for p = 0, I, 2 ... g—1, men storre kan det ikke
nytte al tage p, da man derved blot faar de samme
Lasninger periodisk igen.

Eks. 1%, Modulus er I, Argumentet 2pz; den
sogte Modulus er altsaa 1, medens det segte Argument
har de tre Verdier (p = 0, 1 og 2)

0, 23” og 43" (Smign. 1. 33, Eks. 1.]

14 har Mod. | og Argumenterne 0, iz, =, iz, saa
al Vierdierne ere

-1, g, —1, =i
(—32)%; den sogle Modulus er /32 — 2. For Ar-

Modulus til Potensen og multiplicere Argu-

gumenterne faas de 5 Veerdier
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1 1) forudsatte vi p positiv, hel: man ser imidler-
lid let, at (5) ogsaa galder for p negaliv og brudden.

44. Den binome Ligning. Vi forstaa herved Lig-
(6)

Denne Ligning kan nu leses fuldstendig, idet dens Redder
1

ere alle Veardierne af a®.
a er da positiv eller negativ.

1) a positiv. a faar Modulus ?/E; Argumenterne ere

v 27 4w 2n—2) 7

0, ral e AL ==

Det forste Argument tilherer en positiv Rod; er n
lige, maa 7 findes i Rakken af Argumenter, saa al man
ogsaa faar en negativ Rod, medens de evrige n—2
Redder ere komplekse; er = ulige, kan 7 ikke findes
mellem Rekken af Argumenter; man faar altsaa 1 posi-
tiv og n— 1 komplekse Radder.

9) @ negativ. a faar Modulus lu/:_a; Argumen-

ningen
I = a.

Vi ville her forudswmtie a reel;

lerne ere ;
T 3m A« 2n—MNm

n' n’ a7 no
Er n lige, findes hverken 0O eller = i denne Rmkke;

alle Redderne ere komplekse; er n ulige, findes m i

Rekken, nemlig for 2p-+1 = n; man faar altsaa 1

negativ og n— 1 komplekse Radder.
De komplekse Redder ere altsaa i alle Tilfzlde til
Stede i lige Antal; ved at undersege Rakkerne af Argu-

menter ser man, at to og to Argumenter have Summen

27; de komplekse Rodder ere derfor konjugerede to

1l

Til ©Ovelse eftervises Beliggenheden af Redderne i
at =165 a® =48; 2® =L t; 2" =L 1; 28 = L1

45.  Inkomplette Ligninger. Satningerne om Regning
2, ST )
med Potenser maa underseges n@ermere, thi ved Be-

m

viserne for disse forudsatte vi ikke, at a” kan have flere
Vaerdier; vi maa derfor undersege, om de Ligninger
- e % . - T !
vi opstillede, give alle de segte Verdier eller kun nogle
af dem; i det sidste Tilfelde kalde vi Ligningerne in-
komplette. -
Af Ligningerne
( i)n 1
al == a, {a"lz = @

er den forste komplet, men den anden inkomplet, thi
man har kun een Vierdi paa hejre, men n Vardier paa

venstre Side af Lighedstegnet; Ligningen ber skrives
1 1 .

(@)% — a, |?
og er da komplet.
Ligningen
L2 T pst-rg
a?. a® —= q

er komplet, naar Brekerne ere uforkortelige, thi man
har gs Verdier paa begge Sider af Lighedstegnet.

Ligningen
2 o
(ab)? = a1, b2

er komplet; paa venstre Side have vi ¢ Vardier; paa
hejre Side har hver Faktor ¢ Vardier; Produktet har
dog ikke ¢*, men kun g Veardier, thi Produktets ¢% Po-
tens har kun een Verdi. Man maa derfor faa alle
Produktets ¢ Verdier, naar man multiplicerer
de ¢ Vardier al den ene Faktor med en vil-
kaarlig af den anden Faktors Verdier; paa denne
Maade faar man nemlig g forskellige Verdier

og lo.
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Ligningen
( E)r i
at/s — g
er komplet, naar den sidste Eksponent ikke forkorles,
thi begge Sider have qs Veerdier.

46._ Vi have nu udvidet vort Sterrelsesbegreh 0g
Re'rmngsarlernes Begreber saaledes, al vore Setninger
gelde baade om reelie og komplekse Storrelser; dog
maa vi stadig forudsmtte Eksponenterne rationale 0'-'
reelle; Udvidelsen til irrationale 0g komplekse Ekspo-
nenter, der frembyde sarlige Vanskeligheder, gennemfores
i den almindelige Funktionslmre,

At visse ubekendte Tal i en Opgave vides at vare
reelle, kan ved deres Bestemmelse ofte erstatte en Lig-
ning; saaledes kan man kun have

atib = etid,

hvor a, b, ¢ og d ere reelle, hvis @ — ¢ 0g b — d
Eks. Af Ligningen (Moivres Formel)
(cos v+ isiny)r — cosne—-isin ny

findes, naar Binomialformlen anvendes paa venstre Side,
en Ligning, der deler sig i de to |
nin—1)
1.2

nin—1)(n—2| ot i
1.2.3 cos vsinte -, ..

COShY = ¢goshy —

cos"2psin?y L | .,
Sinne = ncos"™ysinp—

Om Ligninger.
47. Den almindelige algebraiske Ligning af n* Grad
antager, naar den er orduet, Formen
Sia) = & t-a, e g, e + @ x-ta, = 0. (1)
Vi have bevist (I. 55), at dersom o — a, ger fla)

13

,(:r’ (‘Z_al] Qg
hvor @ er el helt Polynomium; bliver f{z) ogsaa Nul
for @ — wy, maa @ blive Nul for & = «,: man har da

identisk flr) = (@—ay) (£ — ) Q,,

hvor @, er el heit Polynomium; fortslle vi sanledes,
se vi, at dersom flr) bliver Nul for @ — a, a,, ... «,
har man identisk

flo) = [t—a,) (z—uq) .. . (T— an) (2)

Da fix) er af n' Grad, kan der kun findes n Fak-
torer paa haejre Side al Lighedstegnel. En Ligning af
a'* Grad har altsaa hejst n» Redder.

48. Dersom en ordnet algebraisk Ligning af n'¢ Grad
altid har mindst een Rod, maa Ligningen al = Grad
netop have n» Redder. Er nemlig «, Rod i f(r) =
kan denne Ligning deles i de lo

z—a; = 0 0g Q=
den sidste har mindst een Rod, . Eks. «,; den deler sig
da i de to Z—ag =0 0§ Q = 0

Fortsetle vi saaledes, faa vi Ligningen al =n' Grad
dell i » Ligninger af farste Grad.

.f'/ Del gwielder altsaa om at bevise, at enhver algebraisk
Liéﬁing har i alt Fald een Rod; vi ville nejes med al
antyde, hvorledes delle temmelig sammensalte Bevis fares.

Indsette vi a4+ 47 for @ i f@), vil Resultatet ikke
blive Nul, med mindre « --¢3 er Rod i Ligningen; man
kan nu vise, al man, naar Resultatet ikke bliver Nul,
kan @®ndre « og @ lidi, saaledes at man faar et Resullal

med mindre Modulus end det tidligere; fortselter man

til Nul._maa s - 7D T
S gaa-opT 7 tw),saa Gt man identisk har

nu, idet man stadig ®=ndrer « og £ saaledes, al Resul-

Jul. Petersen: Aritmetik. [ og 1L 8
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talels Modulus bliver mindre og mindre;, maa man til-
sidst finde Vardier af « og [, for hvilke Resullalels
Modulus er Nul, og man har da fundel en Rod i Lig-
ningen.i)

49. Al Faktorerne & —w,, ¥ — a, ... kunne flere
vaere ens; er (e—a? Faktor i f(r), siger man, at « er
Rod p Gange i f(@ = 0 (lige Redder, muliiple Radder);
man opnaar ved denne Vedlegt at kunne udtale den
Swining som fuldstendig almengyldig, at enhver Lig-
ning af #»'* Grad har n Roadder.

Idet vi forudsette, al den givne Ligning har reelle
Koefficienter, kunne vi bevise, at Ligningens kom-
plekse Redder altid ere konjugerede Lo og lo.
Antag nemlig, al a -~ er Rod; inds®ttes denne Rod i
f{z), faar man ved Anvendelse af Binominalformlen el
Udtryk af Formen 4 + 7B, hvor 4 og B ere reelle;
dette Udtryk maa have Verdien Nul, hvilket kun er
muligl, hvis 4 = 0 og B = 0. Indsallter man a —ib
i f(r), faar man et Resultat, der kan udledes af det
forrige ved al ombytte & med —b; i A forekommer
imidlertid & overall med lige Eksponent, medens alle
Leddene i B indeholder en Faktor & med ulige Eks-
ponent. A bliver derfor uforandret, medens £ skifter
Forlegn, idet & ombyttes med — &; man faar altsaa
Jla—ib) = A—iB, men detle Udtryk har Vardien
Nul, da 4 =0 og B = 0. a—ib er altsaa Rod i

Ligningen.

50. Koefficienterne udtrykte ved Rodderne. ldet Rod-
derne i f(x) = 0 ere u,, &g, .. s, har man identisk

et oagan—2L Lt ay,
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Udfares Multiplikationen paa hajre Side (8), og
sammenlignes Koefficienterne i de identiske Udtryk paa
begge Sider af Lighedstegnet, faar man

— Gy = &, + ay ..+ an,

Ay = gty @ oy ... Ou-10n,
— G5 = a4 lolyt @ oty Tt Unatn—iGny L. (3)
(—1)*ay = Oty .. n.

I Almindelighed er altsaa Koefficienten a, lig Sum-
men al alle de Produkter af p og p af Redderne, som
kunne dannes (i Antal K, ,), med samme eller modsat
Tegn, efter som p er lige eller ulige. Ved Hjzlp af denne
Setning kan man danne en Ligning, hvis Redder ere
opgivne,

Eks. Ligningen med Rodderne 1, 2 og 3 er

28— G+ 1l —6 = 0.

Da sidste Led af en ordnet Ligning, hvor 2* har
Koefficienten 1, er Produktet af Redderne med samme
eller modsal Tegn, kan det viere hensiglsmessigl al
preve, om et af de positive eller negative hele Tal, som
gaa op i a, (der er forudsat hel), er Rod i Ligningen.

Eksempler til Ovelse.

L. Hvilken Ligning har Redderne — 1, 1, 2 og 37

2. Hvilken Ligning har Redderne 2 V3, 2— V3 og 2?

3. Dan den Ligning, hvis Redder ere Kvadraterne af
Rodderne i &% 4 az* + br 4+ ¢ = 0.

4. Dan den Ligning, hvis Redder ere Summerne af to

= [T —a,y) (@ — ay) ... [0—ag).

og Lo af Redderne i Ligningen i Eks. 3.
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6.

8,

16

I en Ligning af tredje Grad fiz) =0 er o 2 Gange
Rod; bevis, at « ozsaa er Rod i .ugﬂmgen 1 (x) =0.
Find Redderne i #'* — 65a%-}- 6 = 0.

Find Summen af Kvadraterne af Redderne i den

almindelige Ligning af tredje Grad.

Kan den almindelige Ligning af fjerde Grad reduceres

lil en kvadratisk Ligning ved, al man tager et Ud-

iryk af anden Grad som ny ubekendt?

Hvilken Vardi maa y have, naar de to Ligninger
2P —a? —x -ty —00g 3a2—%w— y — 0

have en Rod felles? i

[ .



