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Forord.

Det er sikkert gaaet mange Leerere som mig,
at de ikke have fundet Indledningen til Algebraen,
selv hos de bedste Forfattere, tilstrwekkelig logisk
begrundet. Jeg kan sige, at jeg i mere end en
Menneskealder har tenkt over dette Spergsmaal,
men skont jeg flere Gange har indfort Forbedringer
1 min Indledning, har jeg dog aldrig selv folt mig
tilfredsstillet.  Det er forst nu, at jeg er kommet til
en Opfattelse, som synes mig uangribelig; da den
imidlertid gaar stik imod den, som nu er den gaengse
overalt, vil jeg sige et Par Ord derom.

Mod den gwengse Metode, der vil ophygge Alge-
braen paa et fuldsteendig formelt Grundlag, vil jeg,
foruden den naturligvis ikke afgerende Anke, at den
gor Udviklingen besveerlig og kedelig, indvende, at
man aldrig kan have nogen Sikkerhed for, at de
vilkaarligt opstillede Grundligninger ikke kunne
veere 1 Strid med hverandre. Sikkerheden kan kun

—ligge 1, at man, uden at sige det, tmnker paaen
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Anvendelse.  Men hvorfor saa ikke gerve Skridtet
fuldt ud?

Det er det, jeg har gjort, og min Tanke er i
Korthed folgende:

Vi betragte en omfattende Gruppe af konkrete
Ting og visse Operationer, som vi kunne foretage
med disse; vi vise da, hvorledes vi, i Stedet for at
operere med selve Tingene, kunne operere (regne)
med et System af Navne (Tal), som vi indfere for
dem. Ved denne Betragtning bliver der ikke Plads
for nogen uklar Opfattelse.

Julins Petersen.

R

Indledning.

Ved et Individ ville vi forstaa en enkell af en
Samling, f. Eks. en enkelt Soldat af el Kompagni, et
enkelt Able al en Bunke Abler, en enkelt Krone af en
Mands Formue, et enkelt Punkt af alle en Linies eller en
Plans Punkter; et enkelt @jeblik af et vist Tidsrum o.s.v.

Om en Samlings Individer forudsette vi i Alminde-
lighed, at de alle ere ens eller i all Fald ved den fore-
liggende Undersegelse skulle betragtes som ens. Naar
vi f. Eks. twelle Soldaterne i et Kompagni, bryde vi os
ikke om, at nogle ere rodhaarede, andre sorthaarede,
nogle tykke, andre tynde; for os ere de alle Soldater og
ikke andet.

To Samlinger siges at svare entydig (eller en-
entydig) til hinanden, naar man kan tenke sig deres
Individer saaledes parrede, at der til hvert Individ af den
ene Samling svarer et bestemt Individ af den anden Sam-
ling og omvendt. Da en rigtig Forstaaelse af Begrebet
Entydighed er megel vigtig, skulle vi give nogle Eksempler.

Hvis alle Individerne af en Samling Mennesker have
forskellige Navne, svarer Samlingen af Navne og Sam-
lingen af Mennesker entydig til hinanden; dette gealder
derimod ikke, hvis flere have det samme Navn, thi til
el saadant Navn vil der da svare flere Mennesker.
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Hvis hver Elev i Klassen har en Tavle, ville Sam-
lingen af Elever og Samlingen af Tavler svare entvdig
til hinanden. [lvis der ved hver Tavle hanger et Griffel,
vil Samlingen af Grifler svare enlydig til enhver al de to
andre Samlinger.

Hyvis man tegner en vilkaarlig Cirkel og en vilkaarlig
rel Linie, knnne disses Punkter bringes til at svare en-
tydig til hinanden (og det paa uendelig mange Maader);
lad os nemlig veelge et vilkaarligt Punkt paa Cirklen og
treekke rette Linier gennem dette; enhver saadan Linie
skerer Cirklen i et nyt Punkt (foruden det valgte) og
den rette Linie i eet Punkt; lade vi de to Punkter svare
til hinanden, have vi den entydige Forbindelse.

Vigtigheden af den entydige Forbindelse ligger deri,
at vi i de Undersegelser, vi have for @je, kunne satte
Samlinger, der svare entydig til hinanden, i Stedet for
hinanden.  Skulle vi f. Eks. i det ovenfor nmvnte Til-
felde tielle Klassens Elever, kunne vi lige saa godt tmlle
Tavlerne eller Griflerne,

I Aritmetikken og Algebraen er det vor Op-
gave at danne en Samling af Navne (Tallene), som kan
bringes til at svare entydig til mange Samlinger, der
hyppigt skulle behandles i Praksis; tillige skulle vi an-
give Meloder, ved hvis Hjmlp vi kunne operere med
Tallene i Stedet for med de virkelige Genstande. Have
vi . Eks. to Bunker med henholdsvis 137 og 219 Ebler,
og enske vi at vide, hvor mange Abler, der bliver i den
Bunke, som dannes ved Sammenfajning af de to andre,
saa behover den, der har lert Addition af hele Tal, ikke
virkelig at telle den samlede Bunke, men han adderer
blot Tallene 137 og 219 og har san Svaret, Barnet, der
adderer ved at t@lle paa Fingrene, Kender ikke Gil Regne-

.l
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kunsten, men viser dog, ved at benytte Fingrene, al del
ubevidst har opfattet Begrebet Entydighed.

Jo mere vi udvide vort Navnesystem, desto mere
brugbart bliver det, idet det derved kan bringes til al
svare entydigl til mere omfattende Samlinger. Saa lenge
vi kun have at gere med Samlinger, der telles (diskrete
Samlinger, saasom Soldater, /Abler o.s.v.), ere de hele Tal
tilstraekkelige.  Samlinger, der maales (kontinuerte
Samlinger”), saasom Lwengde, Fladeindhold, Tid o.s. v.),
bringe os (il at indfere Breker eller brudne Tal; disse
vise sig utilstrekkelige, og vi indfere irrationale Tal,
som senere ville blive omtalte.

Da Samlinger, der svare entydig til hinanden, kunne
seielles i Stedet for hinanden, er det tilstriekkeligt at be-
tragte een saadan Samling, og det kommer da an paa at
velge denne saa omfattende som muligt, saa at den ind-
befatter alle de mindre omfattende. En saadan Samling
har man i alle en Plans Punkter. Vi kunne imidlertid
ikke straks benytte denne, da den kraver et Kendskab
til Geometrien, som vi ikke ter forudsette. Vi nsjes
derfor forelobig med at lade vor Samling bestaa af alle
en ret Linies Punkter. Vor Opgave er da, saa vidt
muligt, at give Navne til alle disse Punkler og at vise,
hvorledes vi, naar visse Operationer skulle udferes med
Punkterne, kunne finde Resultatet af Operationerne ved
i Stedet for med Punkterne at operere (regne) med de
dertil svarende Tal.

Tallene kaldes ofte Sterrelser; et Tal kaldes da
storre end et andet, naar det kommer senere i Talrekken.

") Diskrete Samlinger behandles ofte i Praksis som konlinuerte;
saaledes taller man ikke en Ladning Korn, men man maaler den.
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Paa Linien vielge vi et vilkaarligt Punkt O, som vi
betegne ved Tallet 0. Vi vaelge et vilkaarligt Liniestykke
(Enheden), og lenke os dette afsal et ubegraenset Antal
Gange tilhejre ud fra O; de Punkter, vi derved efter-
haanden komme til, betegne vi ved 1, 2, 3.... ; hvor-
ledes disse Tal betegnes i Tilalsystemet forudsettes
bekendt ligesom Tegnene > (sterre end) = (mindre end)
og = (ligestor med). Del sidste Tegn (Lighedstegnet)
angiver, at de to Udtryk, det forbinder, betegne det
samme Individ af Samlingen og derfor kunne sittes i
Stedet for hinanden. Udtryk forbundne ved et Ligheds-
tegn danne en Ligning.

I alle de markede Punkter have vi er Samling, der
er entydig forbunden med alle Samlinger, der kunne
teelles,

Vi komme nu il Brokerne, idet vi dele vor Enhed
i et vilkaarligt Antal lige store Dele og benytte en af
disse som en ny Enhed. Det Punkt, vi komme til, naar
den oprindelige Enhed er delt i ¢ Dele, og vi henad
Linien fra (O have afsat p saadanne, betegnes ved
Broken g, hvor p er Tlleren, og ¢ Naevneren.
De ved hele Tal belegnede Punkter blive herved ogsan
betegnede ved Braker (uegentlige Breker), og disse Broker
ere da lige store med de tilsvarende hele Tal, da de
betegne det samme Individ. Saaledes har man

7 _

q
hvilket Tal end ¢ betyder. Er Talleren mindre end
Navneren, kaldes Breken ®gle, er den starre, uegte,

De umgte Broker kunne ogsaa skrives som hlandede

)

Tal, hvad der senere vil blive vist.
Efter at vi have indlerl alle mulige Breker i vort

Navnesystem, kunde man tro, at dette nu var lilstrekke-
ligt til at betegne alle Liniens Punkter. Dette er dog
ikke Tilfeldet; der er mange Operationer, der fore os
til Punkter, som ikke nejagtigt falde sammen med noget
Punkt, der hetegnes ved et helt eller bruddent Tal, ja
paa hvert nok saa lille Liniestykke ligger der i Virkelig-
heden uendelig mange saadanne Punkter. Efterhaanden
som vi trieffe dem ved vore Operationer, give vi dem
Navne. Vi konne saaledes f. Eks. ud fra O afsette Dia-
gonalen i et Kvadrat med Enheden til Side; vi komme
derved til el Punkt, om hvilket vi i det falgende bevise,
al det ikke kan udtrykkes ved et helt eller bruddent Tal;
af Grunde, der senere ville blive forklarede, betegne vi
Punktet ved V2; denne Betegnelse giver imidlertid ingen
Oplysning om det ny Tals Plads i Talrekken, og man
maa derfor give Metoder til at bestemme denne saa
nejagtigl, som man ensker det, ved fortsat Indsnav-
ring; vi mene hermed, al Metoden skal tjene til at
bestemme to Broker, mellem hvilke V2 er beliggende,
derpaa to andre, der ligge hinanden naermere end de
foregaaende , og mellem hvilke V2 ogsaa er beliggende
og saaledes videre, indtil Afstanden mellem de to Granse-
punkter er bleven saa lille, som man vil. Hvor langt
man skal drive lndsnavringen, beror paa den Anvendelse,
man vil gere af Tallel; en Instrumentmager maa fore
den videre end en Snedker, en Astronom videre end en
Landmaaler.

Alle saadanne Tal, der ikke nojagligt kunne udtrykkes
ved hele Tal eller Broker, kaldes irrationale, medens
de hele Tal og Brekerne kaldes rationale. Disse Be-
naevnelser ville vi ogsaa bruge om de il Tallene svarende
Punkter. o
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De rationale og irrationale Tal danne en Samling,
som svarer enlydig til Punkterne tilhejre for O; vi ledes
derved il at undvide Systemet saaledes, al vi ogsaa faa
Betegnelser for Punkterne tilvenstre for O; vi gere dette,
idet vi betegne et Punkt tilvenstre ved del samme Tal
som det Punkt, der ligger tilhajre i samme Afstand fra O,
kun al vi satte en Prik over Tallet for at undgaa For-
veksling ; vort Talsystem har derved (naar alle irrationale
Tal tenkes indferte) faaet sin forelabige Afslutning, idet
det nu svarer entydig til alle Liniens Punkter; de ny Tal
kaldes negative, i Modseing til de oprindelige, der
kaldes positive,

Ved Siden af Punkterne ville vi indfere en ny Sam-
ling, som svarer entydig til Punkterne, men undertiden
er bekvemmere at benytte. Er 4 et Punkt af Linien,
vil dette svare entydigt til Liniestykket OA. Ved disse
Liniestykker er det imidlertid ikke nok, at Langden
tenkes bekendt, da der paa Linien er to Punkter, som
have samme Afstand fra O; man maa derfor, naar Punklet
A skal vere entydig bestemt, tenke sig givet ikke alene
Lengden af 04, men ogsaa, om A ligger tilhajre eller
lilvenstre for O, eller som vi ville udtrykke det, Linie-
stykket O4 med Lengde og Retning. Man ser da,
al man i alle mulige Liniestykker med Langde og Ret-
ning har en Samling, der svarer entydig til Samlingen
af Punkter og derfor ogsan entydig til den hele Samling
af positive og negative Tal.

To Liniestykker med samme Lengde, men med
modsatte Retninger (eller de tilsvarende Punkter eller
Tal) kaldes modsatte. De svare til det samme Tal
med og uden Prik. Tallene a og a have den samme
numeriske Vardi a, hvilket Tal end a betyder.

11

Dersom man vil skrive el Tal, og det er ligegyldigt,
hvilket Tal man skriver, smiter man et Bogslay, lige-
gyldigt hvilket, i Tallets Sted; et Bogstav betegner altsaa
el hvilket som helst Tal, dog saaledes, al det samme
Bogstav i den samme Regning overalt betegner det
samme Tal. Ved Anvendelsen af Bogstaver opnaa vi
den Fordel, at de Resultater, vi komme til, udtrykke
Swtninger, der gelde for alle Tal; saaledes udtrvkte vi
ovenfor ved Ligningen

= 1,

7
al enhver Brok, hvis Taeller og Nevner ere lige store, er
» . - 5 9 <
lig 1, medens vi ved Ligningerne ; — 1, ; — 1 o.s.v.

kun vilde udtrykke, at Swiningen galder netop i de an-
forte Tilfielde. En Parentes udirykker, at det, der staar
i Parentesen, skal tenkes beregnet for sig. Parentesen
er derfor alt opfatte som et enkell Tal.



I. Rationale Stﬁrrelseri

Addition og Subtraktion.

I Med Lo eller flere Punkter 4, B, C..., eller
de tilsvarende Liniestykker OA, OB, OC... kan man
foretage en vis Operation, som kaldes Addition. De
enkelte Punkter eller Liniestykker kaldes Addender,
det Punkt eller Liniestykke, som Operationen farer os
til, kaldes Summen. At OB skal adderes til 04, og
at Resultatet er OM, skrives

OA+ OB = OM,
hvor Tegnet - (plus) lieses «hvortil skal legges».

Den nmvnte Operation er folgende: Man afswtter fra
O den forste Addend (med Sterrelse og Relning); derved
kommer man til 4; fra A afsettes paa samme Maade
den anden Addend OB (altsaa tilhajre eller venstre for A,
eftersom B ligger lilhajre eller venstre for (J)) og saaledes
videre; er M det Punkt, man paa denne Maade ender
med, vil OM vaere Summen.

Da vi ved Additionen kun benyite Addendernes
Lengde og Retning, ger det ingen Forskel, om man
lader Addenderne begynde i et andet Punkt end 0, naar
blot deres Langde og Retning blive uforandrede.

2. Addendernes Orden er tigegytdig.

=
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Lad os forst betragle to Addender OA og OB.
Efter Reglen afsatte vi da AM — OB (i Sterrelse og
Retning). Hvad enten nu 4 og B ligge begge lilhajre
for O eller begge tilvenstre eller det ene tilhajre og det
andet tilvenstre, bliver BM = OA, thi de to Ende-
punkter af OB maa ved Flytningen af OB (il Stillingen
AM vere forskudte lige meget (il Siden. Deraf folger,
at OM baade er lig OA 4 OB og lig OB + 0A, hvorved
S@tningen er bevist.

Eleven bor selv tegne Figurer, der svare Lil de for-
skellige Tilfelde.

3. Hvis der gaar flere Addender forud for 0A og
OB, er Setningen dog rigtig, "thi efter at de forste
Additioner ere udferte, ere vi komne til et vist Punkt ;
vi kunne nu fiytte 04 og OB, saa al de begynde i dette
Punkt, og Beviset er da som for. Da Ombytningens
Tilladelighed ikke kan afhenge af Addender, der folge
efter 04 og OB, have vi saaledes vist, at i en Rakke
al Addender kunne to, der felge efter hinanden, altid
ombyttes.

Heraf folger atter, at Addendernes Orden er lige-~
gyldig, hvor mange der end er, (hi ved gentagne Om-
bytninger af to Addender, der folge efler hinanden,; kan
man faa Addenderne i hvilken Orden, man vil: man
bringer den, man vil have paa ferste Plads, derhen,
derpaa den, man vil have paa nistferste Plads, derhen o.s.v.

4. Ved at et Liniestykke skal subtraheres, for-
staa vi, at det modsatte Stykke skal adderes. At OB
subtraheret fra OA giver OC, skrives

04— 0B = OC.
0A kaldes Minuenden, OB Subtrahenden, 0OC

Pifferensen elfer Resten,



Vi kunne nu udlede folgende Swmtninger:

5. | en Rakke af Addender og Subtra-
hender er Ordnen ligegyldig.

Dette folger af, at enhver Subtrahend ifalge Delfini-
tionen kan forandres til en Addend, og om Addender er
Selningen bevist,

6. Forekommer det samme Liniestykke som
Addend og som Subtrahend, heve de hinanden.

De kunne nemlig ved Ombytning af Ordnen bringes
til at folge efter hinanden; den samme Lengde skal da
afsettes forst til den ene Side og derpaa til den modsatte,
og disse to ()peraliouey have hinanden.

7. Dersom vi i Ligningen

04— 0B = 0C i)
adderer OB paa begge Sider af Lighedstegnel, faa vi
04 = 0C+ 0B, (2)

der viser, at
Minuenden = Differensen - Sublrahenden.
Omvendt kan man af den anden Ligning udlede den
forste, saa at den ene af disse Ligninger er rigtig, naar
den anden er det.

8. En Rwkke af Addender og Subtrahender kaldes
en flerleddet Sterrelse (et Polynomium); hvert Led har
sit Fortegn + eller —, idet dog 4 foran det farste
Led i Reglen underforstaas. KL Monominm har eet Led,
et Binomium to Led. En Parentes reprasenterer, som
lidligere angivet, kun et enkelt Liniestykke og teller
derfor kun som eel Led. Selv om vi i det falgende
indfere ny Tegn, blive 4 og — Hovedtegnene, der
bestemme Auntallet af Led. Hvert Led skal beregnes for
sig og Additionerne 0g Subtraklionerne derpaa udferes.

£
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9. Et Led kan i en Ligning flyttes fra den
ene Side af Lighedstegnet til den modsatte,
naar man samlidig forandrer dets Fortegn,
Dette er bevist ovenfor i Ligningerne (1) og (2.

10. En Parentes, der har Fortegnet 4, kan
bortkastes eller settes efter Behag.

Parentesen bevirker nemlig blot, at Additionerne og
Subtraktionerne udfares i en anden Orden, og vi have
bevist, at Ordnen er ligegyldig,

Il. En Parentes, der har Fortegnet — kan
borltkastes, naar man giver alle Leddene i
Parentesen modsatte Fortegn.

Man har altsaa

04— (0B + 0C—0D) = 04 — 08B — 0C+ 0D,

Swtningens Rigtighed folger (7) af, al Differens -

Subtrabend giver Minuenden, idet
04— 0B —0C+ 0D 4 (0B + 0C— 0D) = 0A.

Man maa erindre, al samtidig med Parentesen bort:
falder dens Fortegn; i dels Sted kommer det forandrede
{underforstanede) Fortegn for det ferste Led i Parentesen.

Af Smtningen folger, at man kan s®tte en Parentes
med Fortegnet — om nogle af Leddene, naar man sam-
tidig forandrer disses Fortegn.

12. Vi ville nu vise, at den Samling, vi have
undersegt, og de Operationer, vi have tenkt os foretagne
med dens Individer, indbefatter mange Samlinger, der
hyppigt anvendes i Praksis.

Alle Samlinger, der temlles, svare entydigt til de
Pankter (eller Liniestykker), som vi have ben®vnl ved
hele, positive Tal. Ved Addition af to saadanne Samlinger
forstaar man deres Sammenfojning til een Samling, Denne
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Sammenfejning svarer ganske til del, som vi udfere,
naar vi addere de tilsvarende Liniestykker. To saadanne,
der f. Eks. svare il Tallene 7 og 5, give ved Addition
eet, der svarer til Tallet 12, ligesom 2 Bunker med hen-
holdsvis 7 og 5 /Abler ved Sammenfajning give en Bunke
med 12 Abler. Det forholder sig paa samme Maade
med Subtraktion; dog maa her forudsettes, at Minuenden
ikke er mindre end Subtrabenden, da Opgaven ellers er
meningslas. Betragte vi to Samlinger, der maales, f. Eks.
to Bunker Korn, faa ogsaa Brekerne Belydning, og Linie-
stykkernes Addition svarer stadig til Bunkernes Sammen-
fajning.

13. Medens vi ved disse Anvendelser kun kom til
at betragte Punkterne tilhajre for O, vil Betragtning af
en Mands Formue ogsaa give os Anledning il at betragte
Punkterne tilvenstre. For at bestemme Mandens Formue
maa vi betragle dels hans Fordringer og dels hans Gald.
Et Antal Kroner Fordring og en Gzld paa lige saa mange
Kroner have hinanden ved Formuens Bestemmelse, ganske
som et Liniestykke med den ene Relning og et lige saa
stort Liniestykke med den modsatle Retning hve hin-
anden i en Sum af Liniestykker. Naar vi derfor lade de
Poster, der staa paa Mandens Kreditside (hans Fordringer)
svare til de positive Liniestykker med den tilsvarende
Lengde, og de Poster, der staa paa hans Debelside
(hans Geld) svare til de negative Liniestykker, vil For-
muens Sterrelse svare til Summen af Liniestykkerne.
Man kan derved faa til Resullat, al Formuen er negativ,
hvad der viser, at Manden har Overskud af Geld. -

14. Vi have saaledes visl, hvorledes vi kunne besvare
mange vigtige praktiske Spergsmaal ved at foretage simple

__Operationer med Punkter paa en ret Linie; denne Melode
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er imidlertid ikke bekvem, og vi have derfor tilbage at
vise, hvorledes vi, i Stedet for al operere med Punklerne
eller Liniestykkerne, kunne operere med de tilsvarende
Navne, eller med andre Ord regne med de tilsvarende
Tal. Herved beholde vi de indforte Tegn, men disse
komme nu til at betegne aritmetiske i Stedet for geo-
metriske Operationer.

I5. Lad os antage, at vi til Liniestykket 7 skulle
addere Stykkel 5; vi skulle da afsmtte Stykket 5 tilhajre
fra Punktet 7; vi kunne gere dette ved al afsmtte En-
heden 5 Gange; swtte vi Tallene i Stedet for Punkterne,

-

se vi, at Additionen udferes ved fra 7 al telle 5 Pladser
frem i Talrakken.

En saadan Fremadusllen vilde for store Addenders
Vedkommende blive besvaerlig; man undgaar den, idet
man lerer Additionstabellen for etcifrede Tal udenad 0g,
idet Tallene skrives i Titalsystemet, adderer Enere for
sig, Tiere for sig o.s.v
seltes bekendt. Det forholder sig paa samme Maade
ved Subtraktion, hver dog Minuenden ikke maa vere
mindre end Subtrahenden.

Det narmere herved forud-

16. Gaa vi over til Punkter, der betegnes ved
Broker, bliver der ingen vasentlig Forskel, hvis Brokerne
have samme Navner, da de saa kunne opfatles som hele
Tal med en ny Enhed. Man faar saaledes- Reglen:

Braker mmg_g i:’:?.’..'ﬂﬁ "Nvaa\uer adderes eller
subtraheres, naar man addérer eTTeF Subiras
herer 'l‘&-llelne 0g gl\'el l{esultdlel den f’ffr‘[es
Nevoer,

y
Vi lere senere, at to eller flere Broker med hvilke
som helst Navnere altid kunne omskrives, saa at de blive

_ens benzvnte (faa samme Nivner. Naar dette er-leet——

Jul. Petersen: Aritmetik 1. 2
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have vi da vist, hvorledes man kan erstatte de geome-
triske Additioner og Subtraktioner af Punkter tilhajre for
O ved Regning med positive Tal. - Vi kunne nu vise, at
til det her betragtede Tiltelde kunne alle Additioner og
Subtraktioner fores tilbage, hvorledes end Punklerne ere
heliggende, og derved vil da den Opgave, vi have stillet
0s, viere luldstendig lost,

I7. Betragte vi OO som et Liniestykke med Lengden
Nul, vil det som Led i en flerleddet Storrelse ikke have
nogen Indflydelse paa Resullatet; det samme galder da
om Tallet 0 i en Sum af Tal; vi kunne derfor i Stedet
for 0 —a skrive blot —a, der da kommer til al betegne
det samme Punkt som a. Denne sidste Betegnelse bliver
saaledes overfladig, og vi ville i del folgende erstatie
den ved Betegnelsen —a. Tegnet — faar derved egentlig
en dobbelt Betydning, nemlig som Subtraktionstegn og
som Kendemarke for de negative Tal, men ved begge
Opfattelser bliver det ved Tallet hestemte Punkt det samme.
Lignende Bemarkninger gelde om Tegnet .

18.  Ved Addition af positive og negative Tal kunne
folgende Tillelde forekomme (a og & betyde positive
hele Tal)

+a+(+b) — a+b.
Regningen kan udferes; som anfort forudsette vi,
at Addition og Sublraktion af Tal skrevne i Titalsystemel

er lert.
+a+(—b) —a—b—=—(b—a).

Er a > b, bruges Formen a — b, er a < b, bruges
—{b—a). | begge Tilfelde kan Regningen udferes;
man ser, at Reglen bliver:

EL positivli og et negativt Tal adderes,

idel man trazkker det mindstle (den numeriske
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Vardi) fra det sterste og giver det udkomne
det starstes Fortegn.

—a4(—b) =—a—b =—1(a+4b).
Regningen kan udferes.

_ Mau ser af det fundne, at i en Sum af to Tal
har Resultatet altid samme Fortegn, som det
numerisk storste af TalIen’e.'\f\}

Vi have nu betragtet de Tilfzlde, der kunne fore-
komme ved to Tals Addition; Subtraktion kraever ingen
nermere Undersegelse, da en Subtraktion kan forandres
til en Addition ved at man forandrer Subtrahendens
Fortegn.

19.  Ved Beregning af en flerleddet Bogstavstarrelse,
hvor givne Tal skulle indsities for Bogstaverne , gar
man i Reglen bedst i forst at heve de yderste Parenteser
(idet der i Parentesen atler kan findes Parenteser),
derpaa de, der nu ere de yderste o.s. v.: man ordner
derpaa Leddene, i Reglen efter Bogstavernes Plads i
Alfabetet og treekker saa meget sammen som muligt.
For Kortheds Skyld skriver man 2a for a+a, 3a for
a-ta-+ a, 0.5.v.

Eksempler:

a—[a—(b—+a)+ (@a—b)]
=a—a-+|(b-a —(a— b
= aHa%—b—Ika—a—]—b:a—a.+a—a+b—|—b = 2b.
a—[b—(a—b)+ ¢] + [(a—e) —b]
=a—bt@—b—ct(a—c)—b — 3a—3b—2¢.



Eksempler til Ovelse.

L En Mand har 300 Kr. F., 700 Kr. F. og 1100 Kr. G.;
hvor stor er hans Formue?

2. A gaar ud fra en By, ferst 7 Mil mod Nord,
derpaa 11 Mil mod Syd, derpaa 3 Mil mod Nord 0g
derpaa 8 Mil mod Syd; hvor mange Mil befinder han
sig no Nord for Byen?

3. Et Thermometer viste Ispunktet (0 Grader), steg
derpaa forst 3 og saa 7 Grader, men faldt derefter 13
Grader; hvor mange Grader Varme viste det nu?

4. Adder Tallene — 6, + 11, — 3, 4 17, subtraher
derpaa fra det udkomne efterhaanden — 9, + 3, — 5, —6.

5. Hvor stor er Summen af 5 paa hinanden folgende
hele Tal i Talrwkken, naar det mellemste af Tallene er a?

Eks. a = T; a = — 4.

6. Hvor meget er — 1 mindre end — 37
- 7. Hvor meget er — 11 sterre end — 37

8. Dersom a > b, er saa —a > — & eller er
—a<< —b?

9. a—(b— (a+ b)) —a reduceres; a=3, b= —4
indswttes saa vel fer som efter Reduktionen.

10. Hvad er 3a— 26, naar @ — — 5, b = — 27

1. Adder 3, — 1, 4+ 5, — 9, og subtraher derpaa
— 5, +3 og —2.

12. (a—b) — (2a—3b) — (3a— 2b) & (a — b); ind-
set @ = 3, b = — 2 for og efter Reduktionen.

13. .2a —[3b— (b — a) + (@ — b)] — (2a — 30).

| Dy | _b

a;b‘f‘ha? b; cr-;;—b__?az2 .
B, (a4+b—cl+ (a—bte) — (—a—b-+c);

g = 1;86=25¢= 3.

14.

21

16. 3a—2b— [a—(a—[b— a] + 26) — b] — 4a;
a = —1; b= 2;¢ = 3.

17, Hvilket Tal maa man legge til — 4 for at
faa. — 77

I8, lHvad maa man legge til a5 for at faa a—45b?

19. Hvorledes kan (5 —9 +3 —7 L 11 — 12 he-
regnes, saa at man kun udferer een Subtraktion?

a-Lb a a-+-2b

® gt
21,

2a—3b  3a—2b  a—4b  4a—b ba |- 46

a5 a—]—b—ra—}—b e =) *‘aTb

b A
= (o)
23. 3a—[at+b—(atbte—[at bt et d)).
1, aﬁ-lﬁbw{a—[3c—3b]+2c—[a—2b—c]]].
2. a2 —b+ty—la—a—[b—2] —y) + b].
a—b—1 a—2b-1+3 2a—3b-} 1

at+2 a2 | al3
20 Adder a— 2b til 2a — 3b og subtraher derpaa
det, som 2a—5b er storre end 3a—4b; a—3, b— — 1.
Multiplikation.
{"2(1., Idet vi gaa over til Multiplikation, vilde det

e’

vaere naturligst og bedst stemmende med Udviklingen af
Addition, hvis vi ved Multiplikation vilde forstaa en vis
Operation med Punkter og Liniestykker, benytte dette til
Udledelse af de geldende Swtninger 0g derpaa vise,
hvorledes Regning med Tallene kan erstatte de geome-
triske Operationer. Dette kan i Virkeligheden ogsaa

gores, og vil _senere hlive génrl, men—det—krever—et————
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Kendskab til Geomelri, som vi her ikke tar forudsetle.
Vi nedes derfor til at gaa gradvis frem oz begynde da
med hele Tal for derpaa efterhaanden at udvide vore
Definitioner og Satninger til alle positive og negalive ldl
a_( ,w‘dq[[hm w Al en blwr!e]se:'? csl;al m ultz[:’IJu e{r}ﬂa med m vil
sige, al -ﬂL_Sl‘ﬂi‘Fﬂl»‘w&t‘*ﬂ"“TkﬂﬂE'ﬂ' a kan vere en

1’?h\x n som helst Storrelse, medens m maa viere et
o Stl

pnsluvl helt Tal.
g:ﬂff’\l"w% "#* & kaldes Multiplikanden, m Multiplikator, det
wdkomne Produktet. Mulliplikator og Multiplikand
kaldes med et falles Navn Faktorer.
At @ skal multipliceres med m, skrives a.m eller
a >< m eller blot am. Tegnene . og > leses «Gange ;
dersom begge Faktorer ere Tal, kan Tegnet ikke ude-
lades. Vi have altsaa am — a -+ a -+ a...(m Gange).
Et benwvnl Tal er egentlig et Produkt. 1| 7 Fod er
7 Multiplikator, 1 Fod Multiplikanden. Her staar altsaa
Muitiplikator forrest. Nogle Forfattere swtte derfor altid
Multiplikator forrest, hvilket vi, naar vi have skrevel 3a,
7b 0. s. v., ogsan hidlil have gjort. Andre s=lle den
derimod, som vi nu gere det, bagest, saa at Regnin-
gerne, ligesom ved de lo ferste Regningsarter, blive at
wdfere fra venstre mod hajre;
abed
betyder da, at a ferst skal mullipliceres med b, det ud-
komne derpaa med ¢, det udkomne med d.
Eks. 3.5.4 = 15.4 = 60; a. 1l =a; 1.a=a;
0.a —=040+40... = 0. {
»  21. Multiplikation med —m har ifelge den givne
Definition ingen Belydning, undtagen naar m sely betyder
el negativt Tal, allsaa — m et positivt Tal; man kan der-

~ for forstaa, hvad man vil, ved al multiplicere med —m,
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naar man blot serger for, at den ny Definition stemmer
med den oprindelige, naar m er negativ. Man vedlager
da ved en Multiplikator —m at helegne, at man
skal multiplicere med m og derpaa forandre
Produktets Fortegn; at multiplicere med — (— m)
bliver da al multiplicere med 2, thi at forandre Pro-
dukiets Fortegn to Gange er del samme som at lade del
blive uforandret.

+22. Man har nu

(-Faji-+mf =a-ta-ta.. (mG)=-1am;
(—al(+m = (—a)+(—a)...(m ) = —am;
(- a) (—m) = — am:

(—a)[—m) = — (—am = -+ am.
~Disse 4 Formler vise, at man finder Produktet
af to Tal ved at tage Produklet af deres nu-
merigke Verdier og give dette Fortegnet -,
dersom Faktorerne have ens, —, dersom de
have forskellige Fortegn.

Dersom Produktet har flere Faktorer, skifter For-
tegnet, hver Gang vi multiplicere med en negaliv Faktor.
At skifte Tegn et. lige Antal Gange er imidlertid det
samme som ikke al skifte Tezn. Produktet hliver
derfor negativi, dersom det indeholder et ulige
Antal wegative Faktorer, i modsal Fald positivi.

Man kan udtrykke dette ved at sige, at Tallene
nyultlp]wereq for sig, Fortegnene for sig; .
Fortegnenes Produkt er da —, naar — findes
mellem dem et ulige Antal Gange, ellers . .

Eks. (—a)(—b)(—¢) = —abe; (— 1) (— a) = .
=3 (=25 =30; (—l (@a—b) = — (a—b) — b—a;
(—a)(—al...[7TG.) = —a.a.a...(TG);
a1l = G A— W = —
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Dersom y = (@ —5) (@ — 1}, bliver y positiv for
#>>5 og for @ < 1, negativ for 5 >a2 > 1,

23. I Stedet for a.a...(mG.) skrives kortere am,
der leses «a i m'e Potens». a? kaldes ogsaa Kvadratet
al @, a® Kobus af a.

Eks. 2% — 8; 1> — [; (aaa) (bb) — a’h?;
@+b) (atb) = (a—+ b)*: (— 3)8 =—27;
0 =0; a' = a; (—I"=—1,

J24. Man multiplicerer en Brok ved at mul-
t:plmele den 'l‘mlle: ‘
. (mG.) _a+a . (m G

a
- M=ttty N
\Z am [ a o a) am — am
=3 (?)“‘m’*_(Z e

hvor den sidste Ligning definerer Betydningen af en
Brok med negaliv Tgeller, som ifalge vor oprindelige
Definition var uden Betydning. « maa betyde et helt
l'al, da Breken ellers er nden Betydning

‘3:.3.: \f]an multiplicerer en f'lmleddet Ster-
relse ved at multiplicere alle dens Led.
(a—,—b—b)m—(a+b——c]+(a—{—b—c)+(u b—»c)...{mG.)
_a+a—}—a..(7nG.J—}—b+b+b..(m{:.j—c-—~c—c..[mG.)

=am—+bm—(e+c..[mG]) = am —-bm — cm;
@t+bdb—c¢ (—m = —jat+b—c)m
= — (am -\ bm —em) = — am — bm | em. o

Man ser let, at det samme Bevis kan fores l{)r et
hvilket som helst Antal Led. I

Omvendt kan man for am - bm — em skrive
la+b—c¢)m. Man kalder denne Omskrivning at s@elte
den felles Faktor m uden for en Parentes; der-
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har Fortegnet — | faa alle Leddene i Parentesen for-
andrede Fortegn.
Eks. (@—b-fc—d)m — am— bm - em — dm;
(@+b) (e+d) = a(cd) -+ bic-|d);
am - bm — em — dm — (a +b) m-—(c+d) m;
@tba—(a4bb = a2 ~+ab — (ab |- b%) — g2 — 6%
(@® 4 b%) a? — a3q? |- b*a?; (@ —b) (—a) = — q? -+ ba;
—ma—mb = (a—+b) (—m) — —la-+b) m.
% 26. Naar en Brak mullipliceres med sin
Navner, faar man Telleren.

(73 1 l I b
?.b — (Z+7;_+_b_"' (au.))b

=1l+1+1...6G)=
27, Multiplikand og Multiplikator kunne

ombyttes, naar de ere hele Tal.

Setningen gaxlder, som del let ses, om Fortegnene,
da disses Orden ingen Rolle spiller, naar man bestem-
mer Produktets Fortegn; vi behave altsaa kun at betragte
Lo positive hele Tal:

=(4+1+1...[a6.)b = b+b-+b...(aG) — ba.

Dersom Multiplikanden er benevnt, ombyttes kun

Tallene, medens Benavnelsen bliver staaende, . Eks.
TH.3 =3®.7 = 21 §.

Man ombytter dog undertiden ogsaa Benevnelsen,
da dette ikke kan misforstaas. 7.5 T betyder altsaa
egentlig 5.7,

De beviste Smtninger gelde ogsaa i det Tilfzlde,
hvor en Multiplikator er 0, dersom vi vedtage, at a.0 — 0.
Et Produkt bliver da 0, naar en af Faktorerne er 0.

Man har nu f. Eks.
bac = abe — {ab) ¢; blat-eo) = (ate) b = ab - eb;

— & qa =00 = — (a0 —¢b] — ¢b — ab,

som den Multiplikator, der s#ttes nden for Pnrpn!mmn’
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1

fJ 28. Man multiplicerer et Produkt af to
Faktorer ved al multiplicere den ene Faktor

c

og det ndkomne med den anden.
(@)e = (@ata... [bG)e = ac -+ ac. ..
eller blot abe = ach.

(bG.) = (ac)b

Man ser heraf, at man kan ombytte to Faktorer, selv
om der gaar en Faktor foran disse; man kan da ogsaa
ombytte dem, naar der gaar flere Faktorer foran, thi
Multiplikationen af disse skal udferes furst, og de kunne
Det er end
videre tydeligt, al man kan ombytte to Faktorer i et
Produkt, hvor mange Faktorer der end falge bagefter disse,

derfor tenkes sammenirukne til een Faktor.

da disse Faktorer forst skulle benylles, naar man har
fundet Produktet af de foregasende.
bytte to hvilke som helst efter hinanden folgende Faktorer

Man kan altsaa om-

i et Produkl af positive og negative hele Tal.

29. Faktorernes Orden er ligegyldig ved
hele Tal.
hivilken som helst (}lden ved fortsal Ombytning af dem Lo

i

Man kan nemlig bringe Faklorerne i en

og to, idet man derved forst bringer den paa den forste
Plads, som skal staa der, saa den paa den anden Plads,
som skal staa der, o.s.v. Skal f. Ex. abed skrives som
dbea, ombylles d efterhaanden med ¢, b og a, hvorved
man faar dabe; ombyttes derpaa & med a og endelig ¢
med a, har man dbca.

30, | en Rekke af Faktorer kan man s®tte
eller bortkaste Parenteser efter Behag.

Om de forreste Faktorer ser man, at Smtningen
gwlder; abed og (abe)d betegne det samme. Skal man
nn s@tte en Parentes, kunne de Faktorer, der skulle
staa i en saadan Parentes, bringes forrest, og Paren-
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enkelt Faktor; et andet Swt Faktorer bringes nu forrest,
en ny Parentes s@ttes o. s. v,
abedef = (ef) (ed) (ab), thi abedef — (ab) edef —
= (ed) ef (ab) = (ef) (ed) (ab).
Dersom der i et Produkt er en Talfaktor. selles

edef (ab)

H P ialdes Koefficie 1.
denne forrest og k'lldes__l_\___u:j#u_uuﬁt__e n

31. Man kan nu multiplicere et vilkaurlizgt Antal
Produkter paa felgende Maade:

Ferst bestemmes Produktets Fortegn; der-
paa bestemmes dels Koefficient ved Multipli-
kation at alle Faktorernes Koefficienter: Bog-
stavfaktorerne stilles derpaa efter hinanden
(for Overskueligheds Skyld i Almindelighed i alfabetisk
Orden) saaledes, at de, der ere ens, samles og
skrives paa den vedlagne korte Maade (23).

Eks. {ab) (ab) (ab) = aaabbl — a¥b?;

a’a' — aaaaaae —= a¥; aad® — a(aaaaa) — o ;
ab*a®h = aaabbl — adh3;
3a%b. 2ab* . 3ab — 3.2.3.a%.a.a.b.b®.b = |Batbt;
(a*h)® = a®b .a% .a% — a®a%abbl — a®b3;
(— 2ab?) (— 3ab®) (— 2¢) = — [2uabhd — — 12a2b5¢;
2ab) = 12a%aabbbec — 12a%hic?;
(— 2ac®b) (— 2a%bed) (— 3ad®) (— a) = 12a5h2c3d".

32, To flerleddede Storrelser miu Itipliceres .
———————
ved, at man multiplicerer alle Leddene i den

ene efterhaanden med hvert Led i den anden

og adderer de ndkomme Led.
(@40 le+d) — ale+d)-~bic+d
= ac + ad -+ be | bd ;
(a—b) (e —d) = afle—d) —b(e—d)

tesen kan da smltes; denne er nu at betrs gle—som—ep————————————————————ac—nud b=
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Ved Multiplikationens Udferelse skrives Faktorerne
under hinanden, og de udkomne ensartede Led under
hinanden for derpaa at sammentrekkes; skal man f. Eks.
finde Produktet (@ — 2b | 3¢) (@ 4 26 — 3¢), skrives Reg-
ningen saaledes

a—2b4 3¢
a-2b— 3¢
a*— 2ab + 3ac
+ 2ab — hb2 6be
— 3ac -+ 6be— 9¢?
@ BT 12be—9e2,

altsaa
(@—26 4 3¢) (@ 26— 3¢) — a?— 442 + 12b¢ — 9e?.

33. Kvadratet af en toleddet Storrelse faar
tre Led,mngWdraLel af det farste Led (altid
“positivt), det dobbelte Produkt af de to Led (posi-
tivt eller negativt, efter som disse have ens eller forskelligt
Fortegn) og Kvadratet af det andet Led (positivt).
(@ + 8 = a*+ 2ab |- b%; (a—b)* = a®—2ab |- b2,

(—a—b)? = a*+ 2ab - b%;
(—a 4 b)* = a®— 2ab + b2,

Denne Regel kan ogsaa anvendes paa en Sterrelse
med flere Led, idet da i denne flere af Leddene tages
som eet Led.

(@+b—c¢P = (a-+b2—2(a+ b)e—+ e
= a*+ 0* 4 ¢* - 2ab — 2ac — 2be;
@+b—c—d? = ((@+b)— (c+ d))*

= (a+bP—2a+b)(c+ d) + (¢ + d)* 0.5.v.

34 To Sterrelsers Sum, multipliceret med
de samme to Sterrelsers Differens, giver den
forste Storrelses Kvadrat minus den anden
Sterrelses Kvadrat.
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(@ + &) (@ —b) = a*— b?;
(—a—+b)(—a—b = a*— b2;
lafb+cjlat+b—e) = (at+ b2 —et
= a® + 2ab + b* — ¢*;

la+b-t+c4da—btec—d
= [la+¢ + b+ d)][(a—4¢e) — (b4 d)]
= @+ P — (b +d)* = a* 4 2ac 4 ¢* — b*— 2bd — d?;
25¢* — 9d? = (be + 3d) (5¢ — 3d);
a?— b* 4 2be — ¢ = a®— (b2 — 2be + ¢?)
—a'—(b—e)f = (at+b—c)la—b+e).

35. Skal en flerleddet Sterrelse om muligt skrives
som et Produkt, have vi forelebiy intet andet Middel end
at forsege al finde Faktorerne ved at smtte fwlles Fak-
torer uden for Parenteser. Man kan ofte benytte Formlen
a?— b = (a + b) (a — b).

Eks. am4-bm—an—bn = mia + b)—n(a 4+ b) °
= (m— n)(a + b);
a?— Ta 4 10 = 22— bz — 22 - 10
=@ —>d)—2(@@—>) = (@—2) (a—3);
a*+a~ab-—b=a{a+1)—bta+l]=(a-}——l}(q—b};
a®— 2ab + b2 — ¢ — (@ — 6)? — ¢t
= (@—b+4¢)(a—b—¢);
a’ﬁb"—(a—l-b)*—.:{a+b)(a—b)-—[a—{—b)2
=@+b)|la—b—(a+b)] =—2(@+b);
a' — bt = (a®—b?) (a2 4 b — (a — b) (@ b) (a® 4= b2,

36. Den fundne Regel for Multiplikation af fler-
leddede Sterrelser anvendes, naar man multiplicerer Tal
sterre end 10, idet et saadant Tal med Cifrene ay by c. ..
{fra haejre mod venstre) har Verdien

a+4+b.10+4+c. 1024 ...




a0

Ved Multiplikationen skrives da som s®dvanlig de

ensartede Led under hinanden, men Enhederne udelades.
Skrives Enhederne f. Eks. i 73 > 31, vil Regningen se
saaledes ud

T.10+3
31041
71043

20009+ 1108 49,10

2.1081-2.10°+6.10 + 3 = 2263.

Eksempler til Ovelse.

@ + b = a®+ 3a?b - 3ab® -+ b3,
@ — b)® = a® — 3a?b - 3ab®— S,
(@ + &) = a*- 4aBh | 6a?b? -\ 4ab® - bt
(@ — b)* = a'— 4a% |- Ba26? — 4abd L b4,

(a0 —(a — b)* = Ba®h |- 8ab® = 8Bab (a* -+ 62).
(@——2b— 3¢) (a -+ 2b + 3¢) — (@ -+ 2b)?
da -+ db 1 ab - b* oplases i Faktorer.
4a® — 25b* opleses i Faklorer.
(@ — 32+ 1) = a*— 6%+ 1122 — 6z 1.
ala—+ 20— b (bt 2a)? = a®— b4,

— — §¢2,

fe—1E—a@—1P2+z@e—1)—a+1 = 0.

(20— 32+ 1) — (22 — Ja)* — 22 20— 3) = 1.
(@2 —y2u)?— 2a%y? (wﬁy)ﬁ+xyw”+y’) zy — 2adys.
2a—3[a—2(3a—2b) -3 @a—b)] — 8a— 3b.
(@-+0) (b -+ e+ a) —(a—b)(b—c¢) (¢ — a)

= 2 (a*b -+ b% —+ ca | abe).
Find Produktet af 5 paa hinanden felgende Tal i
Talrekken, af hvilke det mellemste er a.

%,

b

17

18,
19.
20.

21
22,

2.

.

2.
2.

2.

28.

29.
30.

8,

32

31

(% _;——i— L a)a — (\%—f— f—_+ b)b reduceres og op-
loses i Faktorer. )

(a®—2ab — b*)* — b*(2a - b)* — 2a*h (2a + b) = a'.
b-te a-l-b bia —e¢)

—('l—-.a——% o=

ab — 2ac + 267+ 2¢* — 5be opleses i Faklorer;
|— dbe = — 4be — be).

Eks. 11 reduceres ved at satte nden for Parentes.
(@b ¢) (@* + b* + ¢* — ab — be — ca)

= g8 i i b i ¢ — Jabe.

(a—b) (b—¢) (¢—a)—a® (e—b)—b% (a—¢c) —¢* (b—a) = 0.
(@*—a- 1) (@* o 1) (e —a® 1) — (@0 4-1)2 = —at,
(@ + @y + ¥ — (@& — @y + y*) — da'y — day’.
a-tb .oa—b dab —e¢
L (a -~ &) — la—b) — . = 1.
a-+b—e a—b+e¢ a—b—e ja—b-+e¢)?
a+a~;-c"+a+5+cb_3+§¢§“+ at+bLe

o bac T '

a-+—b-te’

Hvad bliver ay®*—ya®, naar @ — a—0b, y — a—b?

@@+ 1) (x4 2) (x4 3) — (2 3o+ 12 = — 1.
® — 1 opleses i Faktorer.

For hvilke Vardier af 2 er y positiv, Nul eller
negativ, naar y = (z — 9) (@ — 3)?

For lhvilke Veerdier af 2 er y positiv, Nul eller
negativ, naar ¥y = (@ — 9) (@ — 3) (2 — IJ?X
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Divisjon.
37. Al dividere et Tal @ med el Tal & vil sige,
at finde det Tal,

a kaldes da Dividenden, & Divisor, det udkomne
Kvotienten. «Divideret meds betegnes : .

som multipliceret med & giver a.

Man har altsaa
a:b = e, dersom cb — a. (1)

Man prever derfor en Divisjons Rigtighed v(ed at

undersege, om
_!s;:f_(_)tienteu > Divisor = Dj'\'_iqu.

Dersom Kvotienten er el helt Tal, siger man, at Di-
visjonen gaar op eller, at Divisor gaar op i Dividenden.

I en Rakke Sterrelser med Tegnene . og : skal
Regningen udferes fra venstre mod hajre;

a:b.e:d:e

betegner altsaa, at a skal divideres med b, det udkomne
multipliceres med ¢, det udkomne divideres med d, det
udkomne med e.

Eks. 2.3:2.5:3 = 5; 5.3.4:5.3:9.2:4 =2

38. De to Ligninger (1) udsige altsaa det samme,
blot under en forskellig Form. Heraf falger, al Dividenden
(Multiplikanden) kan viere el benmvnt Tal; er Divisor da
uben@vnt, faar Kvotienten den samme Benmvnelse som
Dividenden; ved Divisjonen deler man den benmvnte Ster-
relse i saa mange lige store Dele, som Divisor angiver.

Eks. 10%:2 = 5%, thi 5®.2 — 10 &;

L 8 .
8 Kr.:5 = — Kr.
5

Dividend og Divisor knnne ogsaa vere benmvnte og
maa da vere ensbenmvnte eller i alt Fald kunne geres

ensbeney (voti J
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at angive Forholdet mellem Dividend og Divisor, det
vil sige det Antal Gange, Divisor indeholdes i Dividenden.
Eks. 10%:5® — 2;
LE: 10 Kvint = 100 Kv.: 10 Kv. = 10.
Man maa her erindre, at vi, naar vi skrive a. b,
egentlig mene a 't . b.
39.  Af Ligningerne (1) ses, ved al man stler lige
store Sterrelser i Stedet for hinanden, at
c.bib=c¢; a:b.b = a,
der vise, at Multiplikation og Divisjon med samme Tal,
udferte efter hinanden, hmve hinanden. Divisjon og Mul-
llphkdholl kaldes derfor modsatte Regningsarter.
¢f< 40). Kvotienten a:b betegner det samme
som Broken Z, naar @ er et hell Tal. .-

Man har

aib o= 2 hiS B — 62)

b b

De to Betegnelser bruges herefter i Fleng, idet vi
da ved Broken g, hvor a ikke er et helt Tal, egentlig
forstaa a:b. Swtningen og Beviset i 24 gielde nu ogsaa,
naar a ikke er hel.

v 41. Kvotienten bliver positiv, naar Divi-
dend og Divisor have ens, negativ, naar de
Itave lmskellwe Porlevnﬂ .

Jrcz a_+a_ a —a a —a a

+o6 6T —b T b e TR T %

Man ser let ved at anvende Praven, al disse Formler
ere rigtige.

Da disse Regler ere de samme som de, vi fandt
for Tegnene ved Multiplikation, kunne vi, naar vi
Jave en Rekke af I‘aktoler DS’ Dl\lsmer, regne
med Tallene for sig og med Forlegnene f

Juli Petersen: Aritmetik, 1. 3
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finde vi mellem disse — et ulige Antal Gange,
bliver Resultatet negativt, ellers positivt.
= 3.4 . 6i—3)
Iksp. 2 B2 = 2;
Eksp 3 P Ty :
(—=3i—4):1—6):2 =—1;
=1 (=== 1)—1):(—1) = 1;
2 = a; B I: 29 = m; a¥ia = a*;
I —a a
370 a-—b 0
(— a%b®) : (ab) = — ab; =—1; — = 03
b—a a
—a):(—b).(—¢) =—a:b.e;
(—af):(—a):|—a)il—a):|—a) = —a.

5442, En Faklor og en Divisor, der folge

eﬂwalpdell, kunne omhyttes.%_x"
a.bic =a:c.b thia:e.b.e —azic.c.b — ab.

3.0 Divisorer, der folge efter hinanden,

kunne ombyttesy-

athic = a:ec:b, thia:c:b.e —a:e.e:b = a:b.

./ 44. Ved efterhaanden at anvende disse to Smtninger
kunne vi skrive en Rmkke af Faktorer og
Divisorer i en hvitken som helst Ordems_

Eks. a.b:c:d.¢e —a.b.e:c:d; a:b = 2y

I det sidste Eksempel have vi sat Faktoren 1 til,
der altid kan tenkes underforstaaet.

v oAb 1 en Rekke af Faktorer og Divisorer
kan man swette eller bortkaste en Parentes efter
Behag, naar blot Parentesen staar som Faktor
thar Tegnet . ).

Man ser némlig let, at Seiningen er rigtig, naar
Parentesen staar eller szites om de forste Faktorer og
Divisorer. Da man nu kan bringe hvilke Faklorer og
Divisorer, man vil, forrest, gaelder Setningen altid.

N\

\’den omvendte Brok er 1

(L]
el

Bks. a.b:e:d = a.(b:e:d), thia.b:e:d
= bic:d.a = (b:e:dja = alb:e:d).

46. Dersom Parentesen staar som Divisor
(har Tegnet :), kan man ogsaa s®lle den eller
bortkaste den efter Behag, naar man samtidig i
Parentesen forandrer Tegnene (. Ll : og : il . ).

Man behever, idet man gaar [rem som ovenfor, kun
at bevise, at Setningen gzlder om de forreste Faklorer
og Divisorer. Man har imidlertid

aifbie.d) = aib.eid,
thi @:b.c:d.(bre.d) =a:b.c:d.b:c.d = a,
et Bevis, der let ses at galde, hvor mange Faktorer og
Divisorer der end findes i Parentesen.

47. Man ter dog kun bruge de her beviste Sel-
ninger saaledes, at man ikke ved at satte en Parentes
faar en brodden Divisor eller Multiplikalor, da en saadan,
efter vore Definitioner, ikke har nogen Betydning. Det
ligger da ner, at man for at undgaa denne Indskrenk-
ning vedtager, at man ved Multiplikation med en
Broek vil forstaa Multlpllkat:on med Taelleren
tiuswn med N;Tnéren “derved kKommer det
hidtil (naar ¢ ikke gaar op 1—5] meningslese Udlryk
a.(b:ec) til al betegne det samme som a.b:e¢, saa at
Parentesen ogsaa i dette Tilfelde kan smttes.
ﬂr{)wu”un meli en Brek har nu ogsaa Be-

\E{ydnmg 0g betegnel \ltlltlpllk.lllon med den
omvendte Brok: ‘
N ————

bt e =

¢ ¢ b
i— = a.5y g, w— = a.eth, b:é¢ = a,
¢ b ¢

b
;l‘illige ser man, at Produktet af en Brok og

£= a:b.b:a = 1.
a

o a

aw
B
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Ved denne Deflinition af en brudden Multiplikator
falder nu den ovenfor nwvnte Indskrenkning bort, og
alle de beviste Swtninger gwmlde almindelig for en
hvilken som helst Rickke af Faktorer og Divisorer, hvad
enten disse ere hele Tal eller Broker. Saaledes er f. Eks.
Faktorernes Orden ogsaa vilkaarlig, naar de ere Bro-
ker, thi

a

¢ ¢ a
G a:b.e:d = c:d.a:b =17

I de her beviste Saztninger er en Maengde specielle
Setninger indbefattet; vi ville nevne de vigtigste.

48. Eg_Jj_LuJ;_Q(B/_I_t_Jl forandres ikke, naar

1118 ' iplicere ler

wlel og Nevner multipliceres eller
divi{leres med samme_'lal.» v

——————
am

bm b '
En Brek forkortes, naar dens Taller og Navner
divideres med samme Tal; kan Breken ikke forkortes,
siges den ab vere bragt paa sin simplesie Ben@vning.
Eksp. 16 __ 8. ghg &, apy b,
10 57 bed d’ ba‘b 5a’

thi am:(bm) — am:b:m = a:b.

Forelabig maa vi for om muligt at forkoerle en Brok
forsege paa at oplese Talleren og Navneren i Faklorer,
for derpaa at bortdividere de fmlles Faklorer.

En Brek kan omformes til en anden med en hvilken
som helst Navner, i hvilken den givne Navner gaar op.

Har Breken Navneren a, og enske vi at skaffe den
Nevneren ab, multipliceres Twller og Nievner med b.

a ma a* - ab o
Eksp. 'E —-m —mﬁ.s.\.,
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a+b la - b)*
a—b a %b)(a—b}
ab—l—ac al(b- ¢ a
mb —me T omb e i
2!—hr 46 (@—2@—3) a—3

at— Ta—+ lU T E—Yl@—>d a—5’
— b? a—b
ma—{-mb mo 7(

49e_To Broker mullipliceres ved, at man

mullnptwme: Tallerne for sig og Nievnerne
-“_——-mm-

for sig.
,——-—_—-ﬁh’

gk &
b d - bd’

Da % kan forkortes med ethvert Tal, der gaar op i

a eller ¢ og tillige i & eller d, dividerer man, for Multi-

thi a:b.(e:d) = a:b.c:d = a.c:(b.d).

plikationen udferes, ikke alene @ og b, ¢ og d, men om
muligt @ og d, & og ¢ med samme Tal; man kalder dette
sidste at forkorte over Kors. Dersom den ene Faktor er
et helt Tal, skrives den som en Brek med Nevneren I,
og man gaar frem paa samme Maade. Da man, i Stedet
for at dividere med en Brek, multiplicerer med den om-
vendte Brek, beheves der ingen smrlige Regler for

Divisjon.
16 15 2 3 6
Eks. e e G el TR D
25 8 b 1
a® be ac

a ¢
Bad ~ b6'd_ bd’
a?— b (a— b)® a®— b a-l-b
@+ 0% a0 (a+b]3'{ca—b]3
_4=b a6 I 1
@02 (@a—bPF  atb (a—>b)?
I
~— atblla—b2
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Serliz markes:

Dersom en Brok skal multipliceres med et
helt Tal, i hvilket deng Nevner gaar op, divi-
deres Nwvneren i det hele Tal, og med Kvo-
tienten multipliceres Telleren.

2o b s a.(be):b = a (be:b) = ac.

b
En Brok divideres med et helt Tal, idet

man dividerer Talleren eller multiplicerer

Navneren med Tallet.

a
E:G

= aq:b:¢c = a:lbe) = l%:;
—ib = ab:c:b = —.

Flere serlige Tilfelde er det unedvendigt at frem-
hweve. Vi skulle nn give nogle Eksempler paa Anven-
delsen af den almindelige Swtning

a:(b.c:(d:e) = a:b:e.d:e = ad: (bee);

azbifa:b:la.c:b).a] = atb:a.b.a.c:bia = c:b;

b
a.—d
—2 —a.b:e:d:(b.c.d:a:a)
b E'J"a
e
= a.bie:d:b:c:d.a® = a%:c%:d%

50. En flerleddet Storrelse divideres ved,
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51.  Brokers Addition. Vi have lert, hvorledes Broker
adderes og subtraheres, naar de have samme Navner.
Dersom de ikke have samme Nevner, omskrives
de, saa at de faa samme Navner, hvorpaa Addi-
tionerne og Subtraktionerne udferes. Den Nwmvner, vi
skaffe alle Brekerne, kaldes Generaln@vneren. Det
maa vare en Sterrelse, i hvilken alle Nievnerne gaa op;
man kan derfor til Generalnevner benytte Nivnernes
Produkt, men man kan ofte benytte et mindre Tal. Senere
lere vi, hvorledes den simpleste Generalnmvner findes;
men forelebig maa vi sege at komme til den ved Be-
tragtning af Nevnernes Faktorer. Disse maa alle findes i
Generaln®yneren; men dersom den samme Faktor findes
i flere Neevnere, behover man kun at tage den een Gang
med i Generaln@vneren. Ere saaledes Navnerne ab, ac
og be, bliver Generalnevneren abe; ere Nmvnerne a*b og
ab®, bliver Generalnavneren a?b%, o.s.v.

Saa snart Generalnmvneren er funden, divideres den
med enhver af Nwvnerne, og med Kvotienten multipli-
ceres Brekens Teller og Navner.

Generaln®vneren holdes oplesti Faktorer,
da Divisjonen med Navnerne derved lettes.

at man dividerer hvert Led for sig. Eks. Nepvnere P —
atb—ec _ 'iJr 767___0;’ ab, abe, a®b, 6% . . . . ... a*bie;
db d d d @+ 0% a®—8%, . . .. T e b)* (e — b);
thi (%+E—§£—)d=a—}—b—c. a—b, b—e, c—a ....@a—bb—c)lc—al;
. 2 _ pe 92 Je.
Heraf folger, at Stningen i 25 ogsaa gwlder for en ‘;—I_f’“: s l;’z % J_Z o T_’ %f ] Lk
brudden Multiplikator. y i 28 = 'al ’ ”3 s ‘m‘a '_(“ '"‘_"
d | __ 1< e b o il -
(a+bﬁc;;ﬂ(a+b—c}¢i:e=[acl—l—bd—cd):e 5 9 74 30 20 20 30’
i rpE .8, 1 1,8 1 & ,8 X—bla,
¢ # & ab—a b at—at—ab ab
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atb ae—b (afb?® (a—0b)?*

a—b a+b at — b @ — bt

_ (a0 —(a—b? dab
at— b2 T et — pe?
a a—b 2W—a Ga IOa—J()E) 306 — 1ha
5 3 3 3 a0 o 30
40— 19a
o 30
1 |
.?:—l+w—2ma:—_‘3

=2 @—3) f (@—1) (@—3) —(@—1) (z—2)

z— 1) (x—2) (@—3)
e Y
N w_—lm——mm—si’
i a®-- b* i a®— b* 2
Ga 4ab 3ab® a-t+b
_ ha' - a®h — 29a%% — 5ab® — 3b*
12a%b* (a -+ b)

52, En Sum af et helt Tal og en Brek kaldes et
blandet Tal. Da det hele Tal kan skrives som en Brak
med Navneren 1, kan et blandet Tal omskrives til en
Brok, og omvendt kan en Brok omskrives ved, at Divi-

sjonen udferes i de Led, hvor den gaar op.

Eks. 3%:3+ ﬁ__[_ '6
_9 T UL+9 86 _ac+b_
= = et =
ag—bQ_a"’—a?er_b?¥b'zl
T o @ ~ a’
. | 2_1.
3Tl=%;r3=4:]i; a{ab—{—e er_'__

53. En Brek, i hvis Taller og Nevoner der alter

plicere dens Taller og Nevner med Smaa-
brekernes Generalnmvner bringer man den
paa simpel Broks Form (49). For at udfere andre
Regninger med blandede Tal traekker man dem i Reglen
forst sammen til Broker.

Eks.
&y & 1 a b
b ' b  aite Ta——z_q—ﬁ-_—aer_u_
aHiﬁab—c a-—+b 1 atb—la—b b’
b a—b
"!’_\_y | 24—y
t—y sty _ letytte—y? oty
Lo z-+y—(z—y) y
e—y x—+y
a—>b a 20 a-t-b .
(I_Er) (‘ +E) =ifs & B
. Ty -y)
=it
Ty e—y_
T —y Xy
v Eksempler til Gvelse.
== =9 —
gy D= a0, Bla—f)

y a b . a b ~
X T TE—Y P a—t

/ b &(} b,
18, et e — =gt

2 3 . a—4_ 2, 3 & —d
4 a  2z—1 | 23—’ 5+2w—1_2m2—x°
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1.

13,

14.

15.

160

17.

19,

42
(b ()00
| 1 3
z—1 z}2 (@l287
3 T 420
1—22 1422 4.;?"‘—]'/
be ca oy ab

Ta—ht—a  b—al—a

2 (a—b)*+(b—e)* L (e—a)®
a— b+ Jrﬁ + ({@a—b){b—r¢)(c—a)
la+b* (@—b? 22* 2
xla—>b) a(at+b) a®—b% x°
x‘%-xj_avl@ Y) (IALVAEQ_‘ Y )_
at 4yt —y? ety x—y
- a*—be n b*+ac | *Lab -
la—b)(a—e) ' (b-Fc)b—a) ' (c—a)lc-+b)
ETY_#—4, 5 w*ﬂ
r—y x+y —g*
(f_ﬂf_u iy* )(1 .3I_L,)

z—y aly 22— )\2°2

(:c?—q-ﬂ%JrQ):(x—i‘—;I;).

(c—-a)(a——b’]

a ¢ atb  a—b
75—’;& 18 L+d+c—ti
(e Tatb a—b’
b d ¢ —d e+d
a—1 b—1 e¢-1
o _*:_—57@ - 3abe
Lyt 1 befca—ab’
a 'b ¢
R —[—]
&~ ;
& - —
-

i
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o s—1——_  TT! —
x— 1§ o+l
1
—] ——-=
a
2ar — a 4 102 —
22 o — 92z — 102 S lorkmles
at— b uao~}—
23. s e — - forkorles.

w (D))

2. [aer(]_E)Ha_——_l_)( IR )+b a;b

a—0b a-f-b
26. 3%&—21}(I§a-ﬂ1")—{—3(——8)
97 al — 2a%h* - b

(+5) (-5 (1 +5)

I 1
a®—bx—+6 at—8z1 15"
- ' ER
am - an — bm —bn  am — an — bm - bn"
-2:"

B fatatbat et a4

54.  Polynomiers Divisjon. Et Polynomium skrives i
Almindelighed saaledes, at det er ordnet efter stigende
eller faldende (aftagende) Potenser af et af de fore-
kommende Bogstaver. Dersom man f. Lks vil ordne el
Polynomium efter Bogstavet z med stigende Potenser,
skriver. man forst de Led, der ikke indeholde z, derpaa de
Led, der indeholde = (hvilke kunne sammentrakkes til eet,
idet 2 sattes uden for en Parentes), derpaa de Led, der
indeholde #* (hvilke ligeledes kunne sammentraekkes) o.s. v.

Tager man—Leddene—i—omyvendt—Orde Poly ol
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ordnet efter faldende Potenser. Dersom den hiajeste Potens
af w, der forekommer, er a®, siges Polynomiet at vare
af ¢ Grad med Hensyn til a.

Ev Polynomium kaldes homogent af »* Grad med
Hensyn (il visse Bogstaver a, &, ¢. . ., dersom der i hvert
af Polynomiets Led findes n af disse Faktorer.

Eks. a+ ba® —ca® | Ta® |- 5 - ax 4 b— a?
er af 3dje Grad m. H. t.  og ordnes til

b+Tad—le+ l)atar+at bt 5
eller  5-ta-t-b+4 ar—(c|1)a2— (b + 7)ad.
@ - 3ab 4 26% er homogent af 2den Grad m. H. t.

a og b.
3a® + 5a*h — Tab® — b* er homogent af 3dje Grad
m. H. t. @ og b.

Skal et Polynomium d divideres i et andet 1), ordnes
de begge efter faldende Potenser af det samme Bogstav.
Tankes den sogte Kvotient ordnet paa samme Maade,
maa forste Led af Kvotienten, multipliceret med forste
Led af Divisor, give forste Led af Dividenden; omvendt
findes altsaa forste Led af Kvotienten, naar ferste Led
af Divisor divideres i forste Led af Dividenden. Med
det fundne Led multipliceres Divisor, og Produktet D,
trekkes fra Dividenden. Kaldes Resten 2, har man
altsaa D = D, + D, og derfor

D D D,
Cr B

Det fundne Led er altsaa )3—‘, og vi have saaledes
tilbage at dividere Resten 2, med d for al finde de
manglende Led af Kvotienten; D, er af lavere Grad end
D og giver, idet man fortswmtier paa samme Maade, efter-
haanden Kvotientens Led. Dersom man i Lebel af Reg-
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Divisor, gaar Divisjonen ikke op, og man maa til de
fundne Led (den ufuldstzndige Kvotient] faje Broken %’1
Eks. -
a‘-’—?ab—{—-b”(:dj) a'—A4adb--6a*h? —4abd-Lb4 =1 (a* —2ab-{-b*
—_a* = 2a8h - a?? = ad)
— 2a% + sa%bt—habd | bt (— D)
T 2a%b- [m'zb‘Z—_F 2al? (= — 2abd)
At —2abd L
a2t —2ab® - b3 (— b¥d)
0. '
Man ser her, hvorledes Regningen ndfores. d og D
ere ordnede efter faldende Potenser af a; a® divideres i
a* og giver det farste Led (a%) af Kvotienten. d multi-
pliceres med «*, og Produktet adderes til 22 med for-
andrede Fortegn (de nederste Fortegn); a* divideres
derpaa i — 2a®b og giver det nmste Led (— 2ab) af
Kvotienten o.s.v. Til sidst faas Resten 0, og Kvotienten
er funden at viere a®— 2ab - 02
Som et andet Eksempel ville vi tage
d = ab+4 1 -+ ac,

D = aPe¢+ 2ab + a*be + a%? | ac + a¥b L a®-i- b,
Ordne vi efter a, ser Regningen saaledes ud
@(b-+e)+1 ) a%b-+-o) -a*b-be 1)+ al2b-te) b (a*-ab+1

—ab(b-}-c) L a?
S (;2“;2 :k bc‘)_—!—_a(i’b J,: c) b
—a?(b®+ be) - ab
o - _(I_U'J ;— t']_—F?
ath +—e) 1

Kvotienten er altsaa a*—+ab 14, x

ningen kommer til en Best 22, der er af lavere Grad end
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Den her ndviklede Metode er den, som anvendes ved
Divisjon af hele Tal. Disse skrives nemlig i Titalsystemet
som Polynomier, ordnede efter faldende Potenser af 10;
man finder ved Divisjonen eel Ciffer ad Gangen; men
dette bestemmes paa en nogel anden Maade end ved
Bogstavstorrelser, da Dividendens forste Led foruden
Produktet af Divisors og Kvolientens forste Led tillige i
Almindelighed indeholder den saakaldte Mente.

ab — b3

o =% e 9.
Eks. o a®> 4 ab + b*;
3| g8 i p
%_,L‘z = a®—ab- b%; ‘;_z = a®+a®b-+ab? - b3
il a? —a%h |- ab® —b?;
u—() :
(@%-32)* 422 (@4-3) .
3)2—4—3.’(!—"{- 2 = & + 3.

55. Dersom et Polynomiunm (ordnet efter z)
bliver Nul, naar man for & satter en vis Ster-
relse a, gaar «—a op i Polynomiel.

Lad # belegne Polynomiet. Dersom 2 —a ikke gaar
op i det, kan man fortsette Divisjonen, til man faar en
Rest A, der ikke indeholder 2. Er @ Kvotienten,
har man da

P p|
) _ Q —:——m__a eller P = ?(m—a) -+ A4, |
/idel Ligningen maa vedblive at viere rigtig, naar alle
* Leddene multipliceres med 2—a.' Da denne Ligning
gelder for alle Vaerdier af o, galder den ogsaa, naar

man for x smiter a; derved bliver P ifelge det givne

til 03 @ (@—a) bliver ogsaa 0, medens 4 ikke indeholder
« 0g derfor ikke forandres. Man har altsaa 4 = 0;
men naar Resten er 0, gaar Divisjonen op.

WY P —————
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Eks. @ —1 gaar op i @'— 1, thi 2*— 1 bliver 0
for @ = 1. &—a gaar op i a®—a", thi a"® — a*
bliver 0 for @ = a.

Ved Udferelse af Divisjonen faar man

at—a®

= g1 + an—2q —— a"—3aq? ... - aan—2 ,I_ a1,

Z--a gaar op i 2" +—a" paar a er et ulige Tal, thi

a"——a” bliver da 0 for @ =— —a,
Divisjonen giver
ﬂ+ﬂ"
(n ullgel g =a"'—g"2q |- g*3a?, .. —gar—2 | q"!,

za gam op i 2" —a" naar n er et lige Tal, thi
—a" bliver da 0 for & — — a.
Divisjonen giver

1t

(n thJ ——=2a"' —a"2a| a"8q?, | pan—? — g1,
\

@

Eksempler til Ovelse.
L 12733—{— 8y°%) : 3z + 2y).
2 (@®— 2ab® 1 03): (@ — b).
3 (@ —Te—6):(2—3).
4 (@— 281 1) (2 — 22 1),
% (@' 2a%b% - 9bY): (a2} 2ab -+ 3b7).

6, (a®—156° - a®b - 19ab® — 8a%?) : (3ab — 5b? -}- a?).
1. (@ — 122 - 16) (2® — 122 -— 16) : («* — 16).
8. (a®— be*—b% - a® - ac (a— b)) : (a®— be).
9. (a*— Bab - b%)%: (a®—1— 3ab-b%). (Rest 1.)
10. b (2% a?) | za (2 —a®) a“('r;+i}
ar - ab + a* 4 ba
n @ "‘ﬂ4T[“,_, )
(@—+8)2 -+ (a—b)%"
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}» Potens.

56. Vi have vedtaget at skrive

a.a.a...mG.) = a™

o™ leses «a i m'® Polensn. a kaldes Roden, m
P"EM’HML”"_":_&’ULULHLLB“- At oplafte et
Tal til Potens er altsaa Mmgi__
Gange som Faktor, som Eksponenten gngiver.
Eksponenten maa derfor vaere et posilivl,&iielt%ﬁ%ﬁ?’fﬁ{

Eks. 0" = 0; 1" = (; 3% — 27; 210 — |(24:
2= 3%; (—a)® =—a® o.5.v.

37. En Potens med lige Ekspoment er posi-
tiv; en Potens med ulige Eksponent er positiv,
naar Roden er positiv, negativ, naar Roden er
negativg<d

Disse Swmtninger ere en simpel Falge af 22.

Et lige Tal kan betegnes ved 2n, et ulige ved 2n-\ 1
idet n er et vilkaarligt helt Tal; man har altsaa

(_: a,n — + an; {__ aJ:in = azn; = a,2n+i = — g2t

58. Motenser al samme Tal

Skal o™ divideres med a7, er der tre mulige Tilflde :

a™ aaa.,.(mi.)
. mi>>p; — = — —— = a.a.a m—p G
Pi G a.aa...(pG. i o | p6.)
— gm—r
a"i
2. m=p; 5 = 1.
" ﬂm ]
3. m<_p; = = A

Man har altsaa tre forskellige Regler al anvende,
efter som m zp. Dersom man anvender den forste
Regel i de to andre Tilfelde, faar man ikke urigtige,
men meningslose Resultater, f. Eks.

4 4
Cid = af: ?_7 = a—3,
4] a
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der ere meningslese, da a2’ og e * intet betyde:; de
meningslose Resultater vise altsaw, at man ikke har brugt

! a™
den rigtige Regel. Dersom man har pr 1 skal Resultatet

vaere men bliver ved den forste Regel a”*; man

CIT‘,
kan derfor bruge den forste Regel ogsaa i det
sidste Tilfelde, dersom man vedtager, at a™”

1 .
herefter skal betyde . a7 har dog Betydning, naar
s a

n betyder et negativt Tal, men i dette Tilfelde stemmer
den ny Vedtigt med den oprindelige Definition, idet

a('I":—I ——l-=aT’_

a? ( I)
ar
Paa samme Maade se vi, at vi ved al vedtage, al
a® skal betyde 1, opnaa, at den forste Regel ogsaa kan
bruges i det andel Tilfzlde.
Vi vedtage altsaa ved a” at forslaa 1 og ved

1 7
a " at forstaa pr Vi opnaa derved, at:

To Potenser af samme Tal divideres ved, at
man trekker Divisors Eksponent fra Dividen-
dens, medens Roden lades uforandret. - ﬁJ/

En Faktor kan flyttes fra Naevneren af en
Brok til Telleren og omvendt, naar samtidig
Eksponentens Fortegn forandres,

a’h  l:a". b b b b ath

¢ ¢ T a'c

59. Man multiplicerer to Potenser af samme
Tal ved ‘;TﬁaddeAre Eksponenterne.
a".a? = a.a.a...(mG).a.a.a...(pG)
=a.a.a...(m-+4 pG) = at,
Setningerne i 58 og 59 gwlde ogsaa, naar Potenserne
have negative Eksponenter.

Jul, Petersen; Aritmetik, I 4
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1 al’ﬂ
am a-—"ﬂ = W = amfp
& a¥ a”
1 1 |
—m P = — i — = p— (mtp) «
a <& am ar qm—r & ?
a™ a—™m
—— = a" . qf = q"tP: ~_ — g m qgP — g—{mip).
a—* ? ?
q—m
— = ™ qP — P,
a>r

60, \lau oplulter et Plodukl til en Polens
ved at oplml‘te hver_FukLm for sig.
(@b} — (ab) {ab).. tmG ) =aa...(mG.).bb... (mG.)— a"bm;

wmﬁ_l_i 1 .__L 1 —_— a—m —
B7™ = T = g = g @
G1. ilan oplnt‘ter en Brok til en Potens ved ¢
altoplaefte T:E“el for sig og Nevner for sig. Fos
A aa o wan.mG) _am
(b)— 5% MmO = G —

1
(3)—"; S (?) am
6) _‘i)'"—_ (a_ R
&) () (=)
62, _En Brek kan vendes om, naar samtidig
dens Potenseksponents Fortegn forandres.

a\—m a—m Hm b \m
(5) -=-&-@)
X 63. Man oplafter en Potens til enny Potens
ved at multiplicere Eksponenterne.

al

( aﬂb) abh )-.'_ avp?
e o
(a"’b)*" (abg) a %% aid® be

Py e =2 " g¢  gi?
2a%H\? ( 3a \—? /2a%b—3\3
(%) () = ()
4a%*® 3292 8 h1s
9% T b% "8a%0 T 162a%

64. Naar en Brok opleftes Lil hojere 0g
hajere Potenser, bliver Resultatet starre og

sterre, dersom Broken er umgle, men mindre

08 mindre dersom Braken ef egle.
Af S e e felger nemlig ved Multiplikation med (b)

)26

idet storre og mindre, multipliceret med lige stort, maa

give sterre og mindre.

Eksempler til Bvelse.

-1 x—1 1
1 e A % L_ar=X 3 gmbt pomigaem. pem
togn—t al—=

3adet 49z —1p"+2 a2t
4 Tadpn | ggntientt T4t

5, [M.m }_ b32n| e,
6. (3a?0® — 2a%c® -} ab— — ()~ 'a—2%) : 2a3h—22,

ampP — qm  q", . G) — @i Fm.(pG.) — qmp. | —1 24y —1]1—2
(a™) a (Pl ) ICZ a™ ] _ 7 (@fa1)?, (2aa¥)?: (2022 [;(%) (a_e:) ]
(am]gp = = = g Sy ‘
(@mp — gm 8, (—2a Y2 (— 3a Yt (—a e,
| . i
EkS. 3_| = = (ﬂ ]})_2 . S 4(1:171[’.568—-.1‘ 2 Qanb262-—z 3
i et (@ b)* 9. ( 91—253,:7@‘) : (gyzntg)
at.atiaf = a"t*=P; gt a8 qf — @' — 1; 1 5 1\~ f@— 1\=6
(@322 — afh—; (—3ab—9)? — 9ath—s; 10. (]—L]L:_) ‘(1 —a:) ; (?+ i)

—



Ligninger af forste Grad med een ubekendt.

65. De Ligninger, vi hidtil have beskaftiget os med,
have vaerel rigtige for alle Verdier af de deri forekom-
mende Bogstaver. Saadanne Ligninger kaldes ldenti-
teter eller Formler. Saaledes gwmlder f. Eks. Ligningen
(@ + &) = a®-|-2ab - b2, hvilke Tal man end indsmtier
for @ oz é.

I Mods®tning hertil skulle vi nu betragle Ligninger,
som kun ere rigtige, naar der tilliegges et af de fore-
kommende Bogstaver en bestemt Vaerdi. At finde denne
Vierdi kaldes at lose Ligningen, og Veardien kaldes
Ligningens Rod, medens det Bogstav, der betegner
den, kaldes den ubekendte. Den ubekendte betegnes
i Reglen med Bogstavet 2, og 2 maa altsaa i Ligningen
kun twenkes at betyde et saadant Tal, for hvilket Lig-
ningen er identisk. Man ger Preve ved at indsatte
den fundne Verdi i Ligningen i Stedet for a; dersom
man derved faar en Identitet, siges Ligningen at viere
tilfredsstillet af den fundne Vierdi.

Saaledes vil Ligningen

a2 =7
kun blive rigtig, dersom vi tillegge o Vardien 5. 5 er
altsaa Ligningens Rod; ved at s@tte 5 i Stedet for a
faar man ldentiteten 5 4+ 2 — 7. saa at 5 tilfredsstiller
Ligningen.

G6. En rigtie Ligning maa vedblive at vere rigtig,
naar man udferer de samme Regninger med de Storrel-
ser, der staa paa begge Sider af Lighedstegnet. Lig-
ningens Lesning bestaar nu deri, at man efterhaanden
udferer saadanne Regninger, indtil man af den givne
Ligning har dannet en ny, der paa den ene Side af
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Lighedstegnet har @, medens der paa den anden Side
staar lutter bekendte Stlorrelser. For al opnaa delle
gaar man frem paa felgende Maade :

l. Man bortskaffer Parenteserne ved

at udfere de forlangte Regninger. (Undertiden ved

al udfere de modsatte Regninger; af 3 @ —2) = 12

faas f. Eks. @ — 2 — 4).

2. Man bortskaffer Brekerne ved al
multiplicere paa begge Sider af Lighedstegnet med
Brokernes Generalnevner. Ligningen siges nn at
viere bragt paa hel Form.

Det er undertiden lettest at anvende denne Regel
for den ferste. Ved dens Anvendelse maa man
erindre, al Brekstregen har samme Betydning som
en Parentes, saa at Fortegnene for Tallerens Led
forandres, dersom Breken har Fortegnet —.

3. Ligningen ordnes. Ordningen bestaar i,
at man samler de Led, der indeholder », de Led,
der indeholde 2%, o. s. v. Dersom den hajeste
Potens af 2, der nu forekommer i Ligningen, er
a", siges Ligningen at vaere af n*® Grad. Her be-
gkeftige vi o8 kun med Ligninger af ferste Grad.
Disse ordnes ved, at man paa den ene Side-af
Lighedstegnet samler de Led, der indeholde 2, paa
den anden Side de Led, der ikke indeholde a;
dette opnaas let, idet man kan flytte et Led fra den
ene Side af Lighedstegnet til den anden, naar man
samtidig forandrer dets Fortegn. Har man nemlig

a+b = ¢
faar man ved at subtrahere & paa begge Sider
a = ¢—b.
4 Leddene sammentrekkes Dersom .z

B ——
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staar multipliceret med Bogstavfaktorer, swmttes sti_ﬁgji'} — %;
uden for en Parentes, og man har da i Parentesen 2 2 : -
kun bekendte Sterrelser. Paa den ene Side af Lig- 3‘”9—3_4"";(’ -a—i

hedstegnet have vi nu # med en bekendt Koefficient )
152 — 15 — 821+ 12 = 100 —5; » =

(der kan viere en Parentes), paa den anden Side
have vi lutter bekendte Sterrelser.

ehe

Dersom alle Leddene hmve hverandre, er Lig- 203 —4= 3 = =
ningen identisk og er altsaa rigtig for alle Vardier 3—u li—= ‘
af z. Dersom de Led, der indeholde 2, ha@ve hin- (6 —8x)(1—2) +33—a) = 8(3—al(l g‘?;
anden, medens de andre Led ikke h@eve hinanden, 6 — 14z + 82®+ 9 — 3z = 24 — 32z L Ba?; )
er Opgaven meningslos. 82— 8232 — Mo — 30 = 24 —6—9; v — &

5. Man dividerer paa begge Sider af
Lighedstegnet med Koefficienten til Z, 0g i . w"f_c_i_] b
Ligningen er lost, thi vi have nu z lig med en _3 atbz—a' = z—a'
bekendt Storrelse. ! clzte)+latb)z—a = blatb);

6. Prove geres, idet man i den givne Lig- ex 4+ ax - br —afat-b) = bla--b); -
ning for x inds@tter den fundne Rod. Ved Praven wlat-btc) = alatb+blat-b)—et = (a+b)E—e*;
gaar man ikke frem som ved Ligningens Lesning, (@t b2—ct P S
for ikke at vaere udsat for at begaa de samme Fejl. = e b )

Eks. (2 — I}—(2w——3}—;—3(m——2} = 6;
2—1—221 3432—6 — G;
#—2+32 = 64 1—3-}6; . Eksempler til Ovelse.
2= 10, ¢ = 5, soTn indsat '1 Ligningen gav«;r . YL 325 —(52—2 — 2e— 1)— 4 (82— 9.
R — / Sa-1-4 dar—9
8 T 4Z -1 Y4 ;— ;_ -,
z_&—a b | A FTTH : :
a 3 &’ 2z—5 3x—2 | s Gt B
J B +a="""138 e o — —5
br —a (e —a) = B2 bz —azx 1 a® — p2; i ] 5 L a_?b et
bm—am=b2—a*; b—a) = b — a?; 7 9"";'7_(1.__"‘::2)=36.
] |
.'€=(5 “ = b|a. b+a—l=é. a—b a-t+b
b — a a b 2 e
a @ 8, — - gt 2 @ 5
- (2 T & —e¢ a2

-



a6
?_E—1_S2—4 2
el Bt T R
| 1 | 1
ot _t_ 7 . L]
x "% 32 3 N aL_L&:—;‘Tb'
13, ¥_@—5 ., (2
Mo (o4 8) e —§) — (2 1)[@——3}—1—% = 0.
B (@ 1) = 2 (6 — (1 — ) —
6. t-a+wq—75+.z;—»c 1_(a+_bj—¢|
b e @ abe
17, ja—-a) (b %x]%a{u + ) = %2—6 + &2
a-b a b
18, — =
r—¢ a:—a_‘_.v——b
19 b -1 —4 w1
15 Ta—16 5
2. 62+ 7 %w—2 2wl
15 Te—6 5
@ o 3 &4+ 8
n ¥ s v(a |)~ L1
g, 1 1 1 :
*—2 w—4 z—6 2—8§
2, 2 L 6
w—5 ' —3 3a—1-
” am—+bm+c ar— b
prtgetr  patq
".5 E__(rﬂ.'i.__'ﬂ o
e ew—1 a ar—1°
3 — 2a) b(Bae—2) — ba
25, “0B— 2l = N lant. . S
. b T a ?.iu—}b)_z'
, a? L 2 2 __pe
2. _j; [.’.‘..'L—a]—ﬂa (m—b]=2a{2a—{—b—-®').
28, u—{-b—ix_kcli-_ch—m*f:(ni‘n:# © B
b T e Tarpm— O
2. 2 —19. 80, a2 21 = 16

a7

t7. Dersom Opgaven er given i Ord, maa man
selv swtte den i Ligning. Man hetegner da den sagle
Starrelse ved @ og udtrykker det, som er givet i Op-
gaven, ved de malematiske Tegn. Dersom Opgaven om-
taler flere ubekendte Sterrelser, kalde vi en af dem
og udlede derat Betegnelser for de andre.

Eks. 1500 Kr. skulle deles mellem A., B. og C.,
saa at A. faar dobbell saa meget som B. og B. 100 Kr,
mere end C.; hvor meget faar hver?

Kalde vi det Antal Kroner; som (. faar, for 2, faar
B. 2100 og A. 2(x-100); da disse Summer til-
sammen udgere den hele Sum, der skal deles, har man
&+ (@ + 100) + 2 (& + 100) = 1500; @ = 300.

C. faar altsaa 300 K., B. 400 Kr., og A. 800 Kr.

En Mand brogte en Tredjedel af sine Penge, fik
derpaa 50 Kr., brugte derpaa en Fjerdedel af sine Penge,
fik saa 70 Kr. og havde da 120 Kr.; hvor megel havde
han i Begyndelsen? .

Han havde & Kr., brugte 2 og havde nu @ — la
eller jo, fik derpaa 50 Kr. og havde nu 2z -} 50; heraf
brugte han Fjerdedelen og havde altsaa tilbage de tre
Fjerdedele cller % (§2-{- 50). Ligningen bliver altsaa

3 (a1 50) 470 = 120; £ (32 -+ 50) = 50;
Fo+50 — $.50; g2 = $.30—50 = }.50; & = 25,

A. kan temme et Anker Vin i 30 Dage, B. kan
toemme del i 20 Dage; hvor lang Tid behove de til at
temme det, naar de drikke sammen? _

Ved denne og lignende Opgaver fores alt hen til
samme Tid, f Eks. 1 Dag. -Tages Ankerets Indhold til

Entred;—kanm—A-——tDag—tomme 34, B Bag 5y,




aR

medens de i Forening temme Ankeret i a Dage og der-
for i I Dag #; man maa altsaa have
| 1 1
507720 T @
Naar dekke Minut- og Timeviser hinanden paa et
Ur ferste Gang efter KI. 127
Maale vi Vejen i Minutter, er Timeviseren gaaet a;
Minutviseren gaar 12 Gange saa hurtig og er altsaa
gaaet 12z; for al naa Timeviseren, maa den imidlertid
gaa en hel Omgang og desuden Stykket @; altsaa er
122 = 60 4-2; = = 5.
Svaret er altsaa: 5% Minut efter KI. 1.

To Rer fere Vand til et Kar og kunne fylde det i

3 Timer; det ene Rer kan fylde Karret i 2 Timer; i

hvor lang Tid kan det andet fylde Karret?
Vi faa ved at gaa frem som i Opgaven ovenfor
%—}—7;' = —;—; Z = — 6.

At Roret fylder Karret i — 1 Time betyder, at det
virker saaledes, at det i en Time tilintetger den Virk-
ning, som udeves ved, at det ferer Vand til i en Time ;
den negative Enhed betegner derfor, at Reret leder
Vandet fra Karret; Svaret er altsaa, at det andet Rer
vilde kunne fylde Karret i 6 Timer, men at det forer
Vandet bort fra Karret. Havde vi straks forudsat, at Vandet
leb ud af det andet Rer, og spurgl om, i hvor mange
Timer det kunde temme Karret, var Ligningen bleven

I 1 hy .
—Zz = worafl & = 6. >

~

R
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ok
Opgaver til Bvelse. '

L. Hvis jeg giver dig en Fjerdedel af mine Abler
og 10 til, har du lige saa mange, som hvis jeg giver dig
en Femtedel af dem og 15 til; hvor mange Abler har jeg?

2. Hvad er det for et Tal, som, multipliceret med
1} og adderet til 14, giver samme Resultat?

3. En Mand traf en Flok Gas paa sin Mark og
sagde: Er I der, I Tyve? Gasen svarede: Vi ere ikke
20; men dersom vi vare lige saa mange til og halv saa
mange til og desuden en hel Gaas og en halv Gaas oé:
en Gase, saa vare vi 20. Hvor mange var der?

4. A. tabte } og B. } af sine Penge; de tabte
derved tilsammen 8 Kr., medens de oprindelig tilsammen
havde 68 Kr.; hvor meget havde hver?

5. Dersom jeg vilde give A. Halvdelen, B. Tredje-
delen” og C. Femtedelen af mine Penge, vilde jeg komme
til at mangle 7 Kr.; hvor mange har jeg?

6. En Kone solgte Halvdelen af sine Xg og 1 Alg
til, af de tilovershlevne solgte hun atter Halvdelen og
4 Hg og saaledes videre, i det hele 5 Gange; hun havde
nu solgt alle sine Ag; hvor mange havde hun fra Be-
gyndelsen?

7. To Arbejdere skulle grave en Grefl paa 665 Fod;
den ene graver daglig 45 Fod, den anden 50 Fod; hvor
mange Dage bruge de?

8. A. forfelger B., der har 3 Dages Forspring: B.
rejser daglig 10} Mil, A. daglig 15 Mil; om hvor mange
Dage indhentes B. af A.?

9. Dersom en Bog var 378 Sider sterre, vilde den
netop have saa meget over 1000 Sider, som den nu har
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10. En Broks Nmvner er 4 storre end Telleren;

legger man 11 til Twelleren og treekker man 1 fra Nev-

neren, faar man den omvendie Brek; find Broken.

1. En Officer stillede sine Soldater i lige saa
mange Rekker, som der var Mand i hver Rakke, og fik
31 Mand tilovers; han vilde nu sette en Mand til paa
hver Led, men kom derved til at mangle 44 Mand; hvor
miange havde han?

12, En Tjener skulde i aarlig Lon have 120 Kr. og
en Frakke; for 5 Maaneder fik han 36 Kr. og Frakken;
hvor hejt vurderes denne?

13. Naar danne de to Visere paa et Ur forste Gang
efter Middag en ret Vinkel, og naar danne de en -lige
Vinkel?

14. Kong Hieros Guldkrone vejede 20 &, men var
forfalsket med Selv; Archimedes fandt, at den, ved at
vejes i Vand, tabte § @ af sin Vaegt; hvor. meget Selv
indeholdt den, naar Selv ved at vejes i Vand taber ¢,
Guld &% al sin Vegt?

15. To Rer kunne fylde el Kar, del ene i 5, det
andet i 6 Timer; et tredje kan temme det i 3 Timer;
hvor lenge varer det, fer Karret fyldes, naar alle tre
Ror ere aahne?

16. Et Ur har Sekundviser paa samme Akse som
de andre Visere; naar staar Sekundviseren forste Gang
efter Middag midl imellem de to andre?

1. Et Geifret Tal har Cifret 1 lengst til venstre;
fiytieg dette Ciffer bagest, bliver Tallet 3 Gange storre;
find Tallet.
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Ligninger af forste Grad med flere ubekendte.

68.  Substitutionsmetoden. Dersom man har flere
Ligninger med flere ubekendte (@, y, 2, ..., kan man
af den ene Ligning linde den ene ubekendte, idet man
forelobig regner med de andre, som om de vare be-
kendte Sterrelser; indsetler man den fundne Veardi i de
andre Ligninger, har man nuo en Ligning ferre og en
ubekendt fierre; fortsietter man paa samme Maade, maa
man, for at kunne lese Opgaven, Ll sidsl komme il een
Ligning med een ubekendt.

Man maa derfor oprindelig have lige saa
mange Ligninger, som der er ubekendte.

Man kan altsaa bortskaffe en Sterrelse af [lere givne
Ligninger, men benytter dertil den ene Ligning, saa at
man efter Bortskaffelsen har een Ligning ferre: skulle to
Starrelser bortkastes, faar man to Ligninger farre o.s.v.
At bortskaffe en Storrelse kaldes at eliminere den.

Den her angivoe Metode, hvor vi eliminere ved at
indsa@tte fra den ene Ligning i de andre, kaldes Sub-
stitutionsmetoden. Vi forndswtte her, at Lig-
ningerne med Hensyn til de ubekendte , der skulle
elimineres, ere af forste Grad.

Eks. 2+4-y—z = 6; 42 = 3y; 3ot y—2z = I11.
\

Da z mangler i den anden Ligning, eliminere vi z
af den ferste og tredje Ligning; al den forste faas

z = a—+y—6,
der indsat i den tredje giver
32fLy—2@ty—6 = 1l ellera—y = — 1.

Vi have nu de to Ligninger med to ubekendte
b — By, ¢ —y =—1.
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Af den sidste faas y — a1, der, indsal i den

farste, giver
je = 3@+ 1); @ = 3.

Den fundne Vardi for z indsetltes nu i en af de
Ligninger, der kun indeholde @ og y; man faar da
hvorpaa de to fundne Verdier indszttes i en af de Lig-
ninger, der indeholde z, og give

3t d—g =62z = I,
Vi have nu fundet
¢ =3;y =4; 2= 1
og finde ved Proven, at disse Vardier tilfredsstille de
givne Ligninger.

Eksempler til Ovelse.

l. .I:E—yz ——— 24; m‘_..y = 4.
2 42— 9y® = 91; 2+ 3y — 13,
3- . —

5 ; @+ 24 3z = 7.
4 s+y+z==06; w-}3y—z=>5; 3a—y+2:—1.
S wla--b)—yla—b) = lab;
2(a—b) = yla-+b).
6. Find den Brek, hvis Vaerdi bliver %, naar man legger
I til Teelleren, men £, naar man legger I til Nievneren.

&

-
| o

69.  De lige store Koefficienters Metode eller Additions-
og Subtraktionsmetoden. To Ligninger af ferste Grad med
to ubekendte kunne, naar Parenteser, Breker o. s. v,
ere bortskaffede som ved Ligninger med een ubekendt,
skrives under Formen

63

av by = ¢ )
matny =p |’ .
hvor a, &, ¢, m, n og p ere bekendte Sterrelser.

Man multiplicerer nu de to Ligninger med saadanne
Sterrelser, al den ene ubekendte faar samme Koefficient
i begge Ligninger. Denne ubekendte elimineres da ved,
at de ny Ligninger adderes eller subtraheres (efter som
Fortegnene ere forskellige eller ens).

For at eliminere y al Ligningerne (1) multiplicere
vi den forste med n, den anden med & og faa

nax — nby = ne |

(2)
bma —+bny — bp |
(na — bm) @ = ne — bp;
ne — bp
T na—mb’ @)

For al finde y kan man inds®tte den fundne
Verdi af 2 i en af de givne Ligninger, der da kun har
den ene vbekendte y. Man kunde ogsaa eliminere 2 af
de givne Ligninger ved at mulliplicere dem henholdsvis
med m og a og subtrahere. Dersom Koefficienterne,
som her, ere Bogstaver, f(indes imidlertid y lettest ved
en simpel Ombytning af Bogstaver i Verdien for a.
De to givne Ligninger blive nemlig uforandrede, naar man
i dem samlidig ombytter & med y, a med b, m med ».
Naar disse Ombytninger ere tilladle i de givne Ligninger,
maa de ogsaa vare tlilladte i alle deraf dannede Ligninger,
altsaa ogsaa i Ligningen (3); derved faas imidlertid
me — (tp
mb — an’

=
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70. For at Opgaven skal kunne loses, maa de to
givne Ligninger vaere saadanne, at den ene ikke i Virke-
ligheden er den samme som den anden, idet den f. Eks.
er dannet af denne ved Multiplikation af alle Leddene

med samme Tal. Saaledes kunne 2 og y ikke findes af

de to Ligninger 324 5y — 7 og 62 W0y = 14, da
den anden af disse er den samme som den forste, idet

den er dannet af den ved Multiplikation med 2. Dersom -

Ligningerne ikke ere virkelig forskellige , viser del sig

ved, at de blive ganske ens, naar man skaffer den ene

ubekendte samme Koefficient i begge Ligninger, idet da

ogsaa de andre Led blive ens; Subtraktionen giver da

0 = 0, og omvend! viser dette Resultat, at man mangler

en Ligning. De to Ligninger ovenfor blive saaledes begge
62 - 10y — 14.

71. Dersom de Led, der indeholde de ubekendte,
falde bort ved Subtraktionen, medens de andre Led ikke
falde bort, ere de givne Ligninger meningslese. Har man
saaledes 20 3y — 7, 4o+ 6y — 20,

faar man
da -6y = 20,

b+ by = 14,

hvoraf 0 = 6,

der viser, at der ikke gives Vardier af a og y, der til-
fredsstille de givne Ligninger. Det er ogsaa indlysende,
al den samme Storrelse 42 -+ Gy ikke paa een Gang kan
viere baade 14 og 20,

72. Flere Ligninger med flere ubekendte lases,
dersom hverl Led kun indeholder den ene ubekendte,
multipliceret med en bekendt Storrelse (linewre Lig-
ninger), paa lignende Maade. Har man f. Eks. 4 Ligninger
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med de ubekendte @, y, z, v, elimineres den ene ube-
kendte (bedst den med de mindste Koefficienter) tre
Gange, f. Eks. af den [arste og anden, af den ferste og
tredje og al' den forste og fjerde Ligning. Man maa blot
herved serge for at benylte alle de givne Lig-
ninger. Dersom man f. Eks. tager den ferste og anden,
den anden og tredje og derpaa den forste og tredje, faar
man vel dannet 3 Ligninger, men af disse vil den ene
kunne dannes af de to andre, saa al vi kun have to
virkelig forskellige Ligninger.

Vi have nu af de 4 Ligninger med 4 ubekendte
dannet 3 Ligninger med 3 ubekendte; af disse dannes
paa samme Maade 2 Ligninger med 2 ubekendte og
derat 1 Ligning med I ubekendt. Denne kan nu findes,
og dens Verdi indszltes i en af de Ligninger, der kun
have 2 ubekendte; af denne kan da den anden ubekendte
findes, o.s.v.

Eks. 1.  5x-+t3y—2:+ v =9 (1)
3z—4dy-+32— v =6 (2)
b Ty— 2—20 =7 (3)
br—4+3y—dz+ 2 = 5 (4)
Af (1) og (2) faas Bax— y-+3z = 15 (5)
= (3) og (1) = 10x- 10y —b6z = 12 (6)
- (1) og (3) - lda+ 183y—5bz = 25 (7)
- (3) og (6] faas efter
Divisjon af (6) med 2 132 -+ 4y = 21 (8
Al (5) og (T) faas dle 17y = 75 (9)
- (8] og (9) fans 6T = 57 &= 1,
- (8) faas nu y = 2, af (5) derpaa = = 3 og endelig

af (1) v = 4.

Jul, Petersen: Aritmetik. L. 5
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Eks. 2. Ftyt+z =1 i) j 1 i1 ) [
ax by +-cz — d 2 : Ty g=lig=gs
a’z + by + ¢*z = d* (3) Altsaa er v — I, y = 2, z — 3
(1 og (2} (e —;a) .ui(;—b]y — o—u |4}
2) og 3) ale—a)e+ble—bly — dle—ad) (5) » o
b(c-—a).;——azz—;l}.c glc—d] —d(e—d), Eksempler til Ovelse.
b—allc—a)x = (b—d)(c—ad), I 2ty —a; o4z—b: yts—oa
o [.’)_~—d](c_d}

= VT ] 2 . = b; av —by = e

(b —a)(c—a)’ 16 3 ;—l—i&l ) ; :‘y -qo 5 23, 0
b oL g —Y = oJ, db— ¢ = A
De givne Ligninger forandres ikke, naar man om- BETY T e —y ' .

1 1 2 1 1 1
u '3 . : R = T Ve, " e ==
bytter & med y og a med & eller 2 med z og a med ¢; 1 3% iy 9 5$+3y %
altsaa kunne de samme Ombytninger foretages i (61, z z y @ y
hvorved man faar " & a_JFg =1—23 s Ty = 1=
_la—dpe—a)  (p—d(e—d 6. 2x | 4y -+ 5z = 49; 3z by | 62 = 64;

YT e—be—0' " b—gu—g

ir 4 3y + 4z = 35.
73. Ogsaa ved flere Ligninger med flere ubekendte

er del muligt, at man kommer til Resultatet 0 — 0, 7. g‘.—%+ lz2 = 12; E*F%*E =8 g—}“; =10
uagtet man har benyttet alle de givne Ligninger:; man 2 3 1.8 & 3 19

slutter da som fer, at der i Virkeligheden mangler en - 8 E+37_; BT E%g%"; — 95

Ligning, idet den ene af de givne kan dannes af de 4 5 6 1

andre. De givne Ligninger kunne ogsaa vere i Strid “.E+§ z 2

med hinanden, og dette vil da vise sig ved, at Lesningen 9. 2—y-+2z2 = 0; abz — acy | bez — 1;

forer til et absurd Resultat (f. Eks. 0 — 7). ! @--bx—(@tey+b+ez = 0

1 1 1

74, Ofte kan det vaere fordelagtigt at betragte andre P, t_1r 1 +.,1 1 1.1 1 1.1
= §+§ig b_’x+zia+c’z+_y e b

Sterrelser end @, y... som de ubekendte, idet det der-

ved kan lykkes at lese Ligninger, der egentliz ere af N 2@—y =32—2; ¢—3: = Jy—1;
hajere Grad, ved samme Metode som Ligninger af forste 2x+ 3z = 4(1 —y)

Grad. Er f. Eks, 1 le—b)x | (a{- by = 2a?-| 27,
IS NP N W 0 B R W | (@ — ) (@4 y) — 20+ ab(@— y).

x Ty 2 e y'z 6'x "y z~ 37 | is. m_i’y_—_w=2“__59—12w;
betragles forst ;_, éog % som de ubekendte, og man 23—"‘” N 2

regner som ovenfor; man finder ! 3y+-g__l3g = A =— 'i??}’




i del naste

63

Qpt-z—4 3y—6 r—2 )

12 13 4
3x—2 +5 Adx—5y+1z g+g::%z+?

5 7 1 2 '
15, 9r—2 +u = 41y Ty—bdz—1t = 12;

dy—3x-2u=>5; Sy—4u--3t=T; Tz—Hu= 11

16. Hvilken Brek faar Verdien £, naar man adderer .

1 til dens Taller, men §; naar man adderer | til dens
Nevner?

17. Et 2-cifret Tal er 4 Gange sterre end sin Tvar-
sum (Ciffersum); bytter man Cifrene om, bliver Tallet
27 starre; find Tallet.

18. Et 2-cifret Tal giver, divideret i et 4-cifret Tal,
Kvotienten 204 oz Resten 1. Danner man et G-cifret Tal
af de to ved at stille dem sammen, bliver dette dobbelt
saa stort, naar man stiller det 4-cifrede, som naar man
stiller det 2-cifrede forrest. Find Tallene.

19. Et Tal @ med 1 Ciffer og et Tal b med 5 Cifre
have Summen 15390; stiller man a foran &, faar man et
Tal, der er 4 Gange sterre end det, som man faar ved
at stille & foran a. Find Tallene.

20. A. og B. kunne, naar de arbejde sammen, fuld-
fare en Mur i 12 Dage, B. og C. i 20 Dage, A. og C.
i 16 Dage. Hvor mange Dage bruger hver, naar han
arbejder alene, og hvor mange Dage bruge de, naar de
arbejde alle tre i Forening?

21. Fire Tal have tre og tre henholdsvis Summerne
130, 135, 147 og 152. Find Tallene.

2. A, B, C., D. og E. spille Kort og have til-
sammen 114 Kr.; A vinder Halvdelen af B.s, Tredjedelen
af (..s, Fjerdedelen af D.s og Sjettedelen af E.s Penge;

A
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delen af D.s Penge. B. har no lige saa megel som D.
og E. tilsammen; C. har 1 Kr. flere end E. og 2 Kr. flere
end D., medens A. har 5 Kr. ferre end B. og C. til-
sammen. Hvor meget havde hver, da Spillet begyndte?

23, En Vogn kerer 180 Fod, Forhjulet har derved
gjort 6 Omdrejninger flere end Baghjulet: dersom For-
hjulets Omkreds havde vierel en Fjerdedel og Baghjulets
en Femtedel storre, var Forskellen bleven 4 Omdrejninger;
hvor store ere Omkredsene?

24, Man seger el 3-cifret Tal med Tviersummen 18,
og hvori 11 gaar op; leses Cifrene i omvendl Orden,
bliver Tallet 4% Gang sterre.

2%. A, B. og C. multiplicere to Tal, a og b; A.
glemmer ved Regningen el Sted Menten 1; B. glemmer
2 paa den felgende Plads (til venstre) og C. 3 paa den
folgende Plads; de gere derpaa Prove ved at dividere
Produktet med a; A. faar derved Kvolienten 542 og
Resten 75, B. Kvotienten 540 og Resten 55, (. Kvo-
tienten 507 og Resten 60. Find Tallene.

26. Tre Stykker Selv veje tilsammen 320 Kvint; af
det forste er %, af det andet §, af det tredje % rent
Selv; ved at sammensmelte det forste Stykke med det
andet eller med det tredje faar man et Stykke, hvoral §
er renl Selv; hvor megel vejer hvert Stykke?

97. I et 3-cifret Tal er det mellemste Ciffer Middel-
tallet mellem (den halve Sum af) de to yderste; Tallet
er 48 Gange sin Tviersum og bliver mellem 100 og 200
mindre, dersom man leser Cifrene i omvendt Orden.
Find Tallet.

28, Et Spil Kort oplegges i a Bunker, hvorved der
bliver & Kort tilovers; hver Bunke er dannet ved, al man
il 12 (¢}, idet man for det nederste Kort tzller




-
o
-,
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dets Antal Ojne og for hvert af de andre legaer 1 til
(Kommer et Billedkort nederst i en Bunke, kan man til-

76. Pludukletai‘ldmieddene orltgl’rn
duktet af Moﬂemleddene
,'——‘ T =

Thi horlslnﬂea Brokerne af (1) ved Multiplikation
med bd, faar man

legge det et Antal @jne efter Behag).  Hvor mange Ojne

—

have Bunkernes nederste Kort tilsammen ?

— o ¢ ad = be. (2)
. ) 1 e ¥ 33+ " ]
Proportioner. Omvendt kan Proportionen atter udledes af denne
T _ Ligning ved Divisjon med &d. Man prever derfor
5. av S i 1 . ¥y vi N TR 3 B 3 §
) [ i have azt, (;t Divisor og Dividend kunne viere en Proportions Rigtighed ved atundersage, om.
e"lul rn e i ] H l;. e | ' I . ; i
vote, men at de da maa vaere ensartede: man kan Yderleddenes Produkt er lig Mellemleddenes
Sperge om, hvor mange Gange ¢ % indeholdes i 24 T Prodikt
men det er meningslost al sperge om, hvor mange Ganee '
s . .E‘ = hore * o= Wil Smtte vi Produktet af Yderleddene lig Produktet af
6 % indeholdes i 24 Fod. .
< Ik § Mellemleddene, kunne Leddene kun forstans som ube-
En Brok, hvis Twller og Neevner ere ensartede Stor- i )

nevnte Tal; man skriver dog ogsaa ofte i dette Tilfelde

relser, kaldes et Forhold; (dog bruges dette O r
!  (dog ges d rd ogsaa de benmvnte Tal, da dette ikke kan misforstans.

i Stedet for Ordene Brok eller Kvotient). Tealleren kaldes
Forleddet, Navneren Efterleddet. Et Forhold kan 7. 1en Proportmn kan n_man ombyltte Yder-
udtrykkes ved et nhenmvnt Tal; saaledes udirykkes For- leddene nldb)ldes, Me]lemleddene indbyrdes

holdet mellem 24 & og 6 @ ved Tallet 4, Forholdet | og begge Yderleddene med begge Mellem-
leddene, thi disse Ombytninger forandre ikke Lig-

mellem G Fod og 5 Fod ved £, Det er altsaa ligegyldigt,

om man i Forholdet mellem ensbenmvnte Storrelser leser ningen (2), der (jener til Prave.
Benwvnelsen med eller ej. Falgende Proportioner ere altsaa rigtige, dersom een
F{[iggl_qgl_djm;udtrvkker, at to Fm'hold ere lige af dem er rigtig:

store, kaldes en Proportion; saaledes ere - a ¢ _a b, a b d,

20% _ 16Fod 12 4 bod’e d'd ¢'a o

6w iFod ' 15 5 thi den samme Ligning ad = be tjener til Prove for
Proportioner. I Proportionen dem alle.

;—‘ = é eller a: b — ¢:d i i Her er dog at marke, at Benmvnelserne maa lenkes

- I~ udeladte, da Ombytningerne ellers kunne fore til menings- &
(leses: a forholder sig il & som e til d) | ;:L, lose Udtryk. Man skriver dog undertiden de meningslose I"’“'/

kaldes a, b, ¢ og d henholdsvis forste, andel, tredje og e Udtryk, da dette ikke kan foraarsage Misforstaaelser;
fierde Led. @ og d kaldes Yderleddene, & og ¢ skriver man altsaa 16 @ :12 Fod — 4 @ : 3 Fod, mener
Mellemleddene. 1 man hermed egentlig 16 ®: 4 & — 12 Fod: 3 Fod.
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78. _Man kan finde del ene Led af en Pro-
portion, ll(l-f[.l: man kender de tre andre.

T Al ad = be findes a — be:d; b —
@ kaldes fjerde Proportional til a, & og ¢, der-
som a:b = ¢:a; man har da @ = be:a.

x kaldes Mellemproportional mellem a og b,
dersom a:x — a:b; b kaldes her tredje Propor-
tional til @ og «; & findes let, dersom man kender a
og «, men vi kunne endnu ikke finde x, naar a og &
ere bekendte, da Ligningen 2* — ab er af anden Grad.

79. En Proportion kan naturligvis behandles som
andre Ligninger, ligesom Forhold kunne behandles som
andre Breker; man kan derved af en Proportion udlede ny;
saaledes dannes f. Eks. folgende Proportioner af den forste:

ad:c 0.5.v.

@ ¢ ma mc a cf_a.’"_ ™
b d’ b d’mb md’ b A’
my __ P
= pd 0.8.V.

80. Forleddene eller Efterleddene i begge
Forhold kunne erstattes ved Summen eller
Differensen af For- og Efterled. ~

Af (1) dannes saaledes de ny Proportioner
atb _etd a e at+b et d

b d "a—b e—d a—b e—ar¥"

Den smdvanlige Prove viser, at disse Proportioner

ere rigtige, naar (1) er det.
Sammen med denne Regel kunne de tlidligere Regler
anvendes; man danner derved f. Eks. folgende Propor-

_lioner af (1) ‘[
a,‘—f—_i{) _¢+3d ma—mnb

a ¢ ; b

8_| 38 ] 3
ad - b f,—}-d o
g = - o 0.8 V. X

me — nd
me —nd’

-1
)

%81 Hdl man flere lige store Forhold, og
.uld_g_g_r_man Forleddene for sig, Efterleddene
for_sig, faar man et nyl. lo:holt,—rf—er er lig de

givne Forhold. ,;,c,

[ €
Af b a 7
faar man
a_ e & _ atoie
b d [ b+ dHf
thi elb-d—+fi = fla—+e¢—e),
da eb = af; ed = of; of = ¢.

Ved farst at forandre Leddene af de givne Forhold kan
man nu f. Eks. af de samme tre lige store Forhold ndlede

a ¢ e a—c—e  3a— me—ne,
53 F  b—diF " Sbtmd—up
a* ¢t ¢ 3a® ~{-4c*—ae” 8%
bt T dr f T 36l ddr— fE o

Dersom man derimod legger Teller til
Teller og Naevoner til Nevner i to ulige store
Broker med positive T@llere og Na@vnere,
faar man en Brak, der i Sterrelse ligger
mellem de to givone og er nermest ved den
af dem, der har den sterste Nevner.

Dersom nemiig
5 = ;, saa er ogsaa ad > be,
NEE- Jrc ad — be a_f_c_i'_aidi—ﬁ
) b btd bbrd’ brd d  dbfd
folger, da de to Differenser ere positive,
a_ate o
B b+d”

For Resten er der ingen anden Forskel paa de to

7

X

i
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hvor den anden har d; er & >>d, bliver derfor den forste
Differens mindsl, er & << d, bliver den sidste mindst.
82.  Ligefrem proportionale Sterrelser. | Praksis fore-
kommer det ofte, al to Slags Sterrelser ere saaledes af-
hengige af hinanden, al den ene bliver m Gange storre,
naar den anden bliver m Gange sterre. Som Eksempler
kunne vi nevne Varemmengder og deres Pris, et Arbejdes
Sterrelse og den Tid, der medgaar til at udfere det, o.s.v.
Keber jeg tre Gange saa mange Varer, maa jeg betale tre
Gange saa meget for dem; bliver el Arbejde dobbeit saa
stort, tager dets Udferelse dobbelt saa lang Tid, o.s.v.

To Storrelser af den ene Slags og de to tilsvarende af

den anden Slags danne derfor en Proportion; koste 4§
3Kr.,, maa 12 % koste 9 Kr, og man har
12®: 4% — 9Kr.:3Kr.

Man kan altsaa af 4 saadanne Sterrelser finde den
ene, naar de lre ere opgivie.

Dersom man f. Eks. ved, at a® koste & Kr., kan
man finde, hvad ¢® koste, ved Proportionen

a b . eb
=g hvoral @ = 2"

Saaledes som Stykket opstilles i praktisk Regning
(Reguladetri), ere Mellemleddene ombyltede ; man skriver
ath — bKr. — ¢ .

Man ser al Ligningen ovenfor, at Resultatet findes,
naar Mellemleddet (6) multipliceres med Bagleddel (¢) og
Produktet divideres med Forleddel (a).

At to foranderlige (variable) Sterrelser y 0g & ere
proportionale, kan udtrykkes ved Ligningen

Yy = fa,
hvor k ikke forandrer sig (er konstant. & er den Verdi

s}

af disse Veerdier. Er . Eks. @ Antallet af & af en vis
Vare og y Antallet af Kroner, som 2 @ koste, bliver
k Kr. Prisen for 1 @, og Ligningen tjener til at finde Y,
naar @ er givel, og omvendt. Dersom y, og y, svare
henholdsvis til @, og a,, har man
Yo = kayj yo = kay, allsaa y, 1y, = @, 1ay,

der viser, at Starrelserne y og 2 ere proportionale, naar
de lilfredsstille Ligningen y — ka.

83.  Omvendt proportionale Storrelser kaldes to Slags
Sterrelser, der ere saaledes afhangige af hinanden, at
den ene bliver m Gange storre, naar den anden bliver m
Gange mindre. Som Eksempel kan n®vnes den Tid, som et
Arbejdes Udfarelse tager, og Antallet af Arbejdere; dobbelt
saa mange Arbejdere kunne udfore Arbejdel i den halve
Tid; dersom « Arbejdere kunne udfere et Arbejde i &
Dage, og ¢ Arbejdere kunne udfere det i # Dage, har man

a o= g0,

I Regning (omvendt Reguladetri) opskrives Stykket i
Almindelighed, som om Sterrelserne vare ligefrem pro-
portionale, og derpaa ombyttes For- og Bagled; man
skriver saaledes

{a) Arb. — b1, — (¢) Arb.,
¢ a
allsaa @ = ab:e¢, som ogsaa Proportionen ovenfor giver.

Al to Sterrelser y og « ere omvendt proportionale

kan ndtrykkes ved Ligningen

y= i:‘ eller yo = £,

hvor & som -ovenfor er den Vardi af y, der svarer til
@ = L. Man faar nemlig, naar y, og y, svare til

£ os. 2.
L o -

g o svarapr 1 H H " H| } ++
al y, som svarer Ul o — | \hiLigningen—tilfredsstiltes

T
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k ke 7R &,
i, = — 8 = — sa =— = —
¥ &y v Yo ‘Tz, altsaa Vo 2, ?

der viser, at y og « ere omvendl proportionale.

84.  Sammensatte Forhold. En Storrelse kan samtidig
vaere ligefrem eller omvendt proportional med flere andre.
Skal der bygges en Mur af en vis Langde, Hajde og
Tykkelse af et vist Antal Arbejdere, vil den dertil nad-
vendige Tid vere ligefrem proportional med Langden,
med Hejden og med Tykkelsen, men omvendt proportional
med Arbejdernes Antal. Lad os antage, at man bruger
d Dage for en vis Lmngde, Hajde og Tykkelse og med
el vist Antal Arbejdere; dersom nu Langden bliver m
Gange sterre, Hejden n Gange storre, Tykkelsen p Gange
starre, bliver Dagenes Antal mnp Gange sterre, altsaa
mapd. Bliver nu Arbejdernes Antal ¢ Gange storre, maa
Tiden blive ¢ Gange mindre, og man faar for det sagte
Antal Dage

mhpd
=
I Almindelighed ndtrykkes ved Ligningen
- T8 i
Y i 23 g e |

at y er ligefrem proportional med Storrelserne 2 og om-
vendt proportional med Sterrelserne z. Naar Ligningen
skal vedblive at viere tilfredsstillet, maa y nemlig blive
lige saa mange Gange sterre, som en af Sterrelserne
bliver storre (medens de andre Sterrelser a og z ere
uforandrede), og lige saa mange Gange mindre, som en
af Sterrelserne = bliver storre. % er den Verdi af y,
som svarer til &, — &y ... = 2, = z,... = |.

Eks. 12 Arbejdere kunne bygge en Mur, 50 Fod

-1

Dage bruge 8 Arbejdere til en Mur, der er 75 Fod lang,
12 Fod hej og 3 Sten tyk?
75 12 3 . :
pB=mi P =5i$=15 d — 12,

75.12.3.12 '
alts 2= ——""—.12D. = 48& D.
ltsaa @ = =759 3 o 51
85. Selskabsregning. Dersom en Sterrelse 4 skal
deles i f. Eks. tre Dele, der staa i samme indbyrdes For-
hold som e givne Tal @, & og ¢, har man, naar de
sagle Dele betegnes ved x, y og z,

-ty z A

z
4

at+bt+ec atbte
: 4 :
Betegne vi det bekendte Forhold pumy gy ved f,

.’.L‘_'z_

a b

have vi nu 2 = af; y = bf; 2 = of.

Eks. A., B. og C. indskyde henholdsvis 500, 700
og 1300 Kr. i en Forretning; Opgerelsen viser, at man
har 3750 Kr. til Deling; hvor meget faar hver? Man har

&y &= 3750 3
500 700 1300 2500 2
@ = T50; y = 1050; z = 1950.

Storste falles Maal og mindste fmlles Mangefold.

86. Et Tal D, i hvilket et Tal d gaar op, kaldes
el Mu]tig_lgg; (Mangefold, Dividend) af 4, medens d
kaldes Maal (Faktor, Divisor) for D. De forskellige
Multipla af 4 ere altsaa ....—d, 0, d, 2d, 3d ....

Eks. 0, 6, 12, 18, 24 .... ere Multipla af 6; 6 er
Maal for 18, 48, 72 o.s. v.

lang, 10 Fod ww%Jmpwa—‘—Dm%—D—ﬁkHr%mmhwﬁmdﬂ—
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skrives som et Multiplum af & plus en Rest; betegnes
denne ved », har man altsaa
D = dg | » eller D—dy =

7 kaldes den ufuldstendige lnolleul eller, hvor
det ikke kan misforstaas, blot Kvolienten. Kvotienten kan
altid vaelges saaledes, at Resten er mindre en Divisor;
man kan dog ogsaa tage en anden Kvotient og derved
faa Rester, der ere sterre end Divisor eller negative ;
saaledes lm man f. Eks.

21 =3.74+6 = 2. T+18 = 4.7—1.

Forskellen mellem to forskellige liestex er naturlig-
vis et Multiplum af Divisor. Naar vi i det falgende sige,
al en Rest har en vis Sterrelse, vil det derfor kun sige,
at vi kunne faa denne Rest ved at vaelge en
passende Kvotient, Mellem Resterne findes altid
selve Dividenden, nemlig for Kvotienten Nul,

§7.1 Resten af en flerleddet Storrelse med

en given Divisor faas,

AL D= dq+r; D, — dg, ++,

felger nemlig
DL D, — dlg-tq)+rtr,

der viser, at DL D, giver Resten ?--ry, naar man
tager ¢ -+ ¢, til Kvotient,

Eks.  Ved Divisjon med 19 giver 23 +37—3 196
Resten 4 — 1 — 3 41 eller 1. ~

88. Resten af et Produkt faas, naar man
for Faktorerne sw#tler deres Rester.

Ved Multiplikation af de to ngmnger ovenfor faas

nemlig:
DD, = d*qq, - dgr, dg,r - rr,

naar man for l”pqrt af ..

liesten 13.22 132 4 — 40 eller r 5.
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saa at Resten bliver 77, , naar Sterrelsen i Parenlesen
tages til Kvotient,

Eks. Ved l}ivisjun med 19 giver 23 .37.3 . 96
Resten 4 .(—1).3.1 — — 19 eilel_l,',

89. Re%ten af en Potens faas, naar man for
Hmlen w*tler Rodens Rest.

Denne Setning folger af den forrige.

Eks.  Ved Divisjon med 7 giver 298, 512 382,11

90. Af de her beviste bmlnmger falger, at et Tal
gaar op i en l‘lelleddet Sterrelse, dersom det
gaar op i alle Leddene, og at del gaar op i et
Produkt, naar det gaar opienafFaktorerne.

91. Primtal kaldes et Tal, der kun er deleligt
med | og sig selv; de forste Primtal ere

2, 3,5 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37.

Man kender ingen Lov, hvorefter man, uden at
preve sig frem, kan finde Rakken af Primtal; man ser
imidlertid let, at Rwekken er ubegranset, thi dersom der
kun gaves et hestemt Antal Primtal, p,, p,, o . Puy vilde
PiPe-.-pat 1 ikke vere deleligt med noget Primtal
0g altsaa vire et nyt Primtal, sterre end Pa-

Polynomier, der ikke kunne oplases i Faktorer af
lavere Grader, kaldes lrredukuble

kan skrives
t=a+10.6+10% ¢4 108.d -1 S
idet a, b, ¢, d ere Tallets Cifre, lwste fra hejre.

Er Divisor 2, 5 eller 10, bliver Resten af 10 hgﬂ

Nul; indsette vi nu overalt Nul for 10, se vi, at Resten

af ¢ er a; Mz_ 5 0g 10 samme Re%t
—

med et Tal som med Fallets g Enere:

"

-'1"

' :j:’ Al
22, Tals I)elelighed med visse fme m Ethvert Tal [ )

= d(dgg, L gr, +q.r) L
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De Tal, som gaa op i 100, men ikke i 10, give
Resten O ved Divisjon i 10% 10% 10*...; ¢ har derfor
samme Rest med disse Divisorer som a - 106, Dette
kan udvides til Tal, der gaa op i 1000, o.s. v.

3 0g 9 give med Dividenden 10 Resten 1; indsmttes
I for 10, faa vi da Reslen af ¢
. a+b-t+et-d...,

%‘;_llg]_@s_’l‘;_lllil_s"l‘\-gersum. Altsaa giver et Tal

s samme Rest med 3 og 9 som Tallets Tversumn.

11 giver ved Divisjon i 10 Resten — 1; indseltes
“denne for 10, faar man

a+b(—1)+el—124d— 13+ .
=a—dteo—dt..,
/ _Et Tal giver altsaa samme Rest med 11
som det Tal, man faar ved at tage Summen af
“h¥erandet Ciffer minus Summen af de avrige.

93. Lad os ved Divisjon af d i 2 finde

VY D = dg 7 eller D—dg — o,

Dersom el Tal gaar op i D og d, gaar det
Togsaa op i ved i den anden Ligning al szlte 0 for
D og d ser man nemlig, at » giver Resten 0. Paa
samme Maade ser man ved Belragtning af den ferste
Ligning, al:

Et Tal, der gaar op i d og », gaar ogsaa
op i D, X

94. Dersom D og d multipliceres eller divi-
deres med samme Tal m, bliver (g uforandret)
r multipliceret eller divideret med m.

Af D = dg+»
folger nemlig mD — md . q -+ mr,
der viser, al man, naar Dividenden er mD, Divisor md,

§1

¥ kan tage Kvotienten ¢ og da til Rest faar wmr; selter

1 :
man for an, faas den anden Del af Sminingen.

95. Hvad vi have sagt, gmlder ogsaa om Poly-
nomier, idet vi ved, at et Polynomium o gaur op i et
# s 3 ] 8 |

andet D, forstaa, at D) kan dannes af d ved Multiplika-
tion med el helt Polynomium g.

Eks.
a" giver da Resten a* og a"— a® Resten Nul

2 giver ved Divisjon med @ — a Reslen a,
De
analoge Smininger (Pag. 47) bevises piaa samme Maade.
Er Dividenden A + Bz - Ca®-|-..., bliver Resten
A Ba— Ca*-..., og Divisjonen gaar op, hvis denne
Sterrelse er Nul. Vi have saaledes el nyt Bevis for

Setningen 55.

96. Detstorste felles Maal (Faktor, Divisor)
for flere Tal (Polynomier) er det storste Tal (det
Polynomium af hejeste Grad), som gaar op i
dem alle.

Dersom vi skulle finde det storste filles Maal for
d og D, dividere vi d i D; gaar Divisjonen ikke op,
faar man en Rest ». Del storste felles Maal for
D og der ogsaa storste felles Maal for d og »
Ethvert fwlles Maal for D og 4 gaar nemlig op i » (93)
og er altsaa fwlles Maal for d og ». Ethvert falles Maal
for d og » gaar op i D) (93) og er allsaa fmlles Maal
for 12 og d.
andet Par, d og », have allsaa alle de samme Sterrelser

Det ene Par Sterrelser, [ og d, og det

til fwelles Maal, felgelig have de ogsaa del samme storste
feelles Maal.
I Stedel for al sege storste felles Maal for D og d

kunne vi nu sege for d og ». Vi dividere derfor » i d;

Jul. Petersen: Aritmetik, 1. [
[

ivisjonen op. er 2 st L. M. for d og o _allsaa—
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ogsaa for 12 og d; gaar Divisjonen ikke op, faa vi en
Rest », (<< d) og kunne nn sege for » og r, 0.s.v. Da
Resterne paa denne Maade blive mindre og mindre, maa vi
tilsidst finde en Rest, som gaar op i den forrige Divisor;
denne Rest er da det segle slorste fmlles Maal.

Dersom del storsle fielles Maal for to Tal er I, siges
Tallene at vere primiske med hinanden eller ind-
byrdes Primtal (fEks. 15 og 16, 12 og 25 o0.s.v.)
~ Et Primtal er primisk med ethvert Tal, i hvilket
det ikke gaar op.

Regningen kan lettes ved Anvendelse af [algende Regler:

1. Dersom man i Lebet af “Regningen treefler en
Divisor og dens Rest, hvis st. f. M. man kender, kan
man standse Regningen, da dette st.f.M. ogsaa er stf.M.
for d og D,

2. En fmlles Faktor kan borttages af en Divisor og
dens Rest, men det fundne st.f.M. maa da multipliceres
med denne Faktor (se 97).

3. En Faktor, der findes i Divisor og er primisk
med Dividenden, kan bortdivideres af Divisor, da den
ikke kan here til de fwlles Faklorer (se 99).

4. Man kan af samme Grund multiplicere Dividenden
med en Faktor, der er primisk med Divisor (se 99).

De to sidste Regler anvendes iser ved Polynomier
for at undgaa Brek i Kvotienten. Den Faktor i Divi-
sor, der vilde foraarsage B-l‘ﬂk, bortdivideres
om muligt; kan den ikke bortdivideres af Divi-
sor, multipliceres Dividenden med den.

Yed Polynomier standser Regningen, naar man
kommer til en Rest, der ikke indeholder det Bogstav,
man har ordnet efter.

Regningen opskrives i Almindelighed saaledes:

83 o

d)l_){g
: / FARY) r)d(f/l
\ : ’ LS

0
Eks. St f. M. for 75 og 115:
L i T5) 115 (1
‘ _ ., 75
/ 1w iy 40) 75 (1
_ 40
35)40(1
By = o i 35
A 5735 (1
4 St. f. M. er 5. 0
SL £ M. for a®— b* og a®-- 2ab -~ b2:
a? —b%)a? | 2ab -+ b3 (1

4 5 f 7o) Pt
{

a2 e
2ab—+-20%)a®— b (a — b
at+b a?—b?
<+ St. f. M. er a-}b. 0

St. f. M. for 32 Lo —4 og a'— I
3+ —4)at— 1
| 3t — 3 (a?
\ _ Bat|-at == ha*
J — 2% 4t — 3
—32b 122 — 9 (—

i el

132 — 4o — 9

3928 — 122 — 27 (13
_39m2j:13m$52

— 252+ 25)3a* 4+ 2 — 4 (34
z— 1_3.1'2:F:3.7:

4o — 4
o — 4

1 or st M. 0

{
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97. Dersom to Tal blive m Gange storre
eller mindre, bliver deres st. . M. ogsaa m
Gange storre eller mindee.

Resten ved den forste Divisjon bliver nemlig multi-
pliceret eller divideret med m (94); det samme geelder
om alle de folgende Rester og altsaa ogsaa om det
storste fmlles Maal.

e

Heraf folger, al dersom to Tal divideres med
deres storste felles Maal, ere de udkomne
Kvotienter indbyrdes primiske; er st f. M. nemlig
m, bliver det ved Divisjonen m Gange mindre, altsaa .
Naar man forkorter en Brok med st. £. M. for Tweller og
Naevner, vil derfor den udkomne Brek ikke kunne for-
kortes mere.

98. Dersom et Tal gaar op i to andre, gaar
det ogsaa op i deres st . M.

EL Tal, der gaar op i D og d,
op i » og ligeledes i de folgende Rester, altsaa ogsaa i
del st. f. M.

Man finder derfor st. f. M. for tre Tal ved farst at
soge for de to og derpaa for det fundne og det tredje.
Dette udvides til flere Tal.

99. Dersom el Tal ¢ gaar op i ab og er pri-
misk mredia, gaar det op i b

t ﬁlg a have | il sl.f.M.; % og ab have altsaa (97)
b til st.f. M. ¢ gaar op i tb og i ab og altsaa (98) ogsaa
i deres st. [. 3., det vil sige i b.

Dersom et Primlal gaar op i et Produkt ab, gaar
det op i e eller i . Hvis det nemlig ikke gaar op i a,
er det primisk med e og gaar da op i b.

_Heraf folger, at et Primtal, der gaar op i et

gaar nemlig ogsaa
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een af Faktorerne, og at et Primtal, der gaar op i

en Potens, maa gaa op i Roden. Endvidere 1‘6Iwer

at dersom en uforkortelig Brok ; er lig en Brok ‘

;, maa a 0g b gaa op henholdsvis icogd, llu,f. AN

-t ad = bc, maa b, som primisk med a, gaa op i d (da i /o

b gaar op i be, allsaa ogsau i ad); man kan altsaa swtte Az

d = mb, hvor m er et helt Tal; heraf falger da ¢ — ma, gs;
100. l)el'somto'l.ileremdby:deql’r:mta.l ere . =

Potenser af disse Tal ogsaa indbyrdes Primtal. L Y al
Dersom nemlig o™ ikke er primisk med &%, maa der ""","—s’ vl

viere et Primtal p, der gaar op i dem begge; p maa tla.’f?"' !

ogsaa gaa op i @ og b, men dette strider mod det givne. - \wad ;7;
EnPotens af en uforkortelig Brok er derfor’ 72 ou
atter en uforkortelig Brok. AL “”"’“ /

101. Dersom to indbyrdes primisl{e Tal a f iy

og b gaa op i et Tal A, gaar deres Produkt/72 73 o

ogsaa op i Tallet. j . G A
Da a gaar op i A, kan man sitte (Q hel) ' i {‘.

= aQ, / - 3

e t1L) L1
da b gaar op i 4 og allsad ogsaa i aQ og er p;an]I ¢
med @, gaar & op i Q, saa at man kan sette -7 7o C

Q = 5Q, @i 77 A
allsaa A = ab@,, ! Bl

der viser, at ab gaar op i A.

Heral folger, at 6 gaar op i et Tal, dersom 2 og 3
gaar op, at 15 gaar op, dersom 3 og 5 gaa op, 99,
dersom 9 og 11 gaa op, o.s.v.

102. Atoplese et Tal i Primfaktlorer vil sige, at skrive
det som et Produkt af lutter Primtal. Et Tal kan ikke
oplasesitoforskellige Syslemeraf[’r}mfaktorer.

Dersom man nemlig havde
&2 7o

— Produkt af flere Faktorer maa gaa—opimindst

——

me=ab...=a bt ...,



86
hvor a, b, ... ere Primtal, fik man ved at dividere paa
begge Sider med o (<< )
bﬁ . arz;—ub,'?j

i i
hvor a gaar op paa hejre Side af Lighedstegnet, men ikke
paa venstre Side; da dette er umuligt, maa de samme
Primtal i de samme Potenser findes begge Steder.

103. For at oplese et Tal i Primfaktorer dividerer
man det forst, saa ofte som muligt, med 2, derpaa med
3 og saaledes videre med alle Primtallene.

Dersom man har prevet saa lenge, til den
fundne Kvotient er mindre end den hrugte Di-
visor, uden at noget Primtal er gaaet op, er
det undersogte Tal selv et Primtal. Dersom der
nemlig var en storre Divisor, der gik op, maatte den til-
svarende Kvolient ogsaa gaa op, men delte er umuligt,
da man har prevet med alle Primtal, der ere mindre end
eller lig denne Kvotienl.

Regningen opskrives saaledes:

51900
25950
12975
4325
865
Rt
173 er ikke delelig med 5, 7, 11, (3 eller 17, og

|

da det sidste Tal giver Kvotienten 10, som er mindre
end 17, er 173 et Primtal. Man har altsaa
51900 = 22.3.5%.173.

104.  Dersom man seger st.[. M. for Sterrelser (Tal
eller Polynomier), der ere opleste eller let kunne opleses
i Primfaktorer (irreduktible Faktorer), behever man blot at
udtage de fwelles Faktorer i de laveste Potenser,

= _’,.N R . 2

>
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hvori de forekommie. Produktet af disse Faktorer er det
saglte st. . M.; thi dette kan ikke indeholde andre TFak-
lorer end dem, der findes i alle Sterrelserne.

Eks. 1 Et vist Tal er deleligt baade med 30967
og med 36503; der sperges, om detl ogsaa er deleligt
med de to Tals Produkt.

Eks. 2. a®—a, hvor @ er et hell Tal, er delelig
med 30. Man har nemlig a®—a = afa®*— 1) (a®* 1)
= ([a— l)atat 1) (@a®4-1). a—1, a og a1 ere tre
paa hinanden felgende Tal i Talrmkken; af disse er
mindst eet deleligt med 2 og eet med 3; altsaa gaar 6 op
i a®>—a. Dersom Tallel 5 ikke gaar op i @ — 1, giver
det ved Divisjon deri Lil Rest 1, 2, 3 eller 4; i det ferste
Tilfwlde giver a Resten 2, a* 4 1 Resten 221 = 5;
i det andet Tilfelde giver o Resten 3, a®-} 1 Resten
321 = 10; i det tredje og fjerde Tilfalde gaar 5 op
i henholdsvis a1 og a. 5 og 6 og felgelig 30 gaa
derfor op i @® —a

Eks. 3. St.f.M. for 2%.5%.7, 2%.5.11 og 2*.5%.13
er 22.5.

105, Mindste fwlles Multiplum for flere Sterrelser
er det mindste Tal (det Polynomium af laveste
Grad), i hvilket de alle gaa op. Det maa indeholde
alle de givne Sterrelsers Primfaktorer (irreduktible Fak-
torer); man finder det derfor, naar Sterrelserne ere op-
leste i Faktorer, ved at danne Produktel af alle
de fm-ek(nnmenclévl’rimfaktorer med de hajeste
Eksponenter, de findes med.

Eks. 1. M.f.Mp. for Tallene ovenlor er 24.5%.7.11.13,

Eks. 2. M.f. Mp. for (a+8)®(a—b), 3a®(a—|b) (a—b)
og Gala-4-0)° er Ge® (a-tb)° (a— 0.
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106. Produktet af to Tal er lig Produktet
al deres st f. M. og deres m. f. Mp.

Oploses nemlig Tallene i Faktorer, udtager man af

disse, naar man danner m. f. M., netop de Faklorer,
som man ikke lager med, naar man danner st. £ M. |
Produklel af st. f. M. og m. f. Mp. findes derfor nelop de
samme Faktorer som i Tallenes Produkt.

107. \Ian kan finde m. f. Mp. for to Star-

relser ved at dividere deres Produkt med deres
t. f. M. (106). Denne Metode anvendes, naar Ster-

1'elserne ikke ere opleste i og ikke let kunne oplases i
Faktorer.

Eks. 32 —2—2 og 2®*—1; st. f. M. er & — |,
m.[.Mp. er (32 —a—2) (2! — 1)1 (z—1) = 3z + 2) (®— 1).

Har man flere Sterrelser, seges forst m. f. Mp. for
de to, derpaa for det udkomne og den tredje, o.s.v.
Oftest kan man med Fordel benytte den forst fundne
fwlles Faktor til at oplese Sterrelserne i Faktorer.

Eks. 2*—3x--2; 2® — 52+ 4; 2®— 62+ 8.

De to ferste Sterrelser have @—1 til st.f. M. Der-
ved opleses de i

fx — 1) {2 —2) og (z— 1) (x—4);

med de her forckommende Faktorer divideres den tredje
Sterrelse, der derved skrives (2 — 2) (z — 4); del sagle

m. . Mp. er da
(@ — 1) (@ —2) (& — 4).

Eksempler til Ovelse.

Forkort Brekerne

756, 13284,
9887 7" 41148’

23— 3a-1-2 ‘ 507 4-Ta—6
—4.z'+3’ ' 228 5zt G’

Sy o

1

@t
.

10.

11

12.

13.

14.

16.

17,

18.

19.

20.
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3% — g —9 Bad 1024 t5e -8

b —at— | 5 20— 22t — 6a® |+ 42+ 132G’
a8 g W2 2e— q“’g—“’“H’-f_-Fﬂ
2t —167 : 23— 132 - 18 -

ada? — abaty |- a&'*’ur — b bRy

2a*baty — ablzy® — b3
SLEM. for &' —10&2-9, &'+ 102*-2022—100—21
og ' 4a?— 322* — b 1-21.
Oples i Primfaktorer Tallene 1024, 588, 103, 1872,
713 og 1001.

1 o 1

2z Ja—2°

1 1 |
24 g 2ap T p—ap

1 1 1 )
&—a a—1 L1
— 1 — . ,I ——
2 — 9a® 4 260 — 24 23— 102% + 31x — 30

3

+ — 112?382 — 40"
Hvilken Rest giver Tallet 1111111111 ved Divisjon
med 99?7 Divisjonen maa ikke udfores.
Et Tal trekkes fra et andet, der skrives med de
samme Cifre i modsat Orden; af Differensen ud-
slettes et Ciffer; de tilovershleyne Cifre have Sum-
men 41 (a); hvilket Giffer er slettet?
(p—1)a give lutter

62 — o — 1

Bevis, at Tallene a, 24, 3a, ...
forskellige Rester ved Divisjon med Primtallet P
der ikke gaar op i a.

Bevis, at dersom Primtallet p ikke gaar op i a, gaar
det op i 1,2.3 .[ph—l)af’*‘kl.Q.?)...{p—l}.
Bevis, at dersom Primtallet p ikke gaar op i a, gaar

del op i a?7~'.— 1. (Fermats Swtning).

e —
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Decimalbrok.

108. En Brek, hvis Navner er en Potens af 10,
kaldes en Decimalbrok. Man skriver den ved at skrive
Twlleren og af denne ved et Komma afskere saa mange
Cifre fra hajre (Decimaler), som Nmvneren har Nuller.
Har Tealleren ikke Cifre nok, kan man s@ite Nuller foran
den, da disse ingen Betydning have.

. 153 U SN | -
l‘-l\ﬁ. 100 == 1,{)3, ﬁ.ﬁo’ = U,OUJ, 10 = ]I,u,
1 371

109. Et Nul, der fojes efter en Decimal-
brek, forandrer ikke dens Vardi, da baade Teller
og Nevner derved multipliceres med 10. Saaledes er
70 L
100 1000 10°

110. Det Ciffer, der staar foran Kommaet,
angiver Tallets Enere; de andre Cifre faa for
hver Plads, man rykker til hajre, en 10 Gange
lavere, for hver Plads, man rykker til venstre,
en 10 Gange hajere Vardi.

Man har nemlig f. Eks.

2735 2000 + 700 +- 30 + 5

27,88 = 100 T

3 b}
=20+7+15" o0’
og paa lignende Maade ses Swiningen at galde for en-
hver Decimalbrek. Paa Pladsen efter Kommael staa alt-
saa Tiendedele, paa den naste Plads Hundrededele, o.s.v.
Decimalbrokerne danne derfor en naturlig Udvidelse af
Tal, skrevoe i Titalsystemet. Man kommer (il dem ved
al ophieve den Vedtegt, at Enerne stag paa den sidste

i 7 i
0,7 = 0,70 — 5 = 0,700 —

a1

Plads, og erstatte den ved den, at Enerne staa paa den
sidste Plads foran Kommaet. De andre Cifres Veerdi
bestemmes da efter den samme Regel, som galder for
Titalsystemet,

111, Addition og Subtraktion af Decimalbroker ud-
fores ved, al man s®tter Kommaerne under hin-
anden, regner som med hele Tal og setter Komma i
Resultatet under de andre Kommaer.

De tomme Decimalpladser kunne udfyldes med Nuller;
ved et helt Tal kan Komma swttes efter det sidste Ciffer.

ldet Kommaerne komme under hinanden, komme
nemlig de ensbenwvnte Enheder under hinanden; da nu
10 Enheder paa en hvilken som helst Plads udgere -een
Enhed af den nmrmest hejere Art, maa Regningen Dlive
som ved hele Tal (Mente, laane).

Eks. 13,074 5,376 — 18,4465 17,1— 8,437 — 8,663
1 —0,51 = 0,495 12} 0,0041 — 6,00008 - 0,1 — 5,02+ 1,7
= 1,88407.

112, Multiplikation. Man multiplicerer to Decimal-
braker ved at multiplicere dem som hele Tal uden
Hensyn til Kommaet og derpaa i Produktet afskore
saa mange Decimaler, som Faktorerne have
tilsammen.

ldet Kommaerne bortkastes, ere de Tal, der nu staa,
Tellerne. Ere disse @ og b, og har den ene Faktor m,
den anden p Decimaler, ere de to Decimalbroker

ab

Jpe
med Produktet T

a b
10 °% 00
Produktet har altsaa m—-p Decimaler, og dets Taller
er dannet ved Multiplikation af de givne Twllere.
Er den ene Faktor et helt Tal, faar Produktet saa

mange Decimaler, som—den—anden—Faktor—har—

——
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Eks. 0,7.0,003; man har 7.3 = 21; afskares heri
4 Decimaler, har man 0,0021. 1,2.0,6 = 0,72;

a.004 = 0,2; 0,1 = 0,001;
0,29 .5.0,04.0,08%.0,1.0,2.11 — 0,0000003168.
Swerlig maerkes, at man multiplicerer en Deci-
malbrok med 10" ved at flytte Kommaet »
Pladser til ojre; derved blive nemlig alle Enhederne
10* Gange sterrve.

ﬁ, {r‘/ 113.  Divisjon. Man dividerer en Decimalbrok med

ot helt Tal, som om Dividenden var et helt Tal, idet man
blot erindrer at sette Komma i Kvolienten, naar man er
kommen til Kommaet i Dividenden (for man traekker
Tiendedelene ned). Metodens Rigtighed indses som
ved hele Tal. Skal man f. Eks. dividere 7 i 0,0133, faar
man forst 0 Enere, 0 Tiendedele, 0 Hundrededele; til
Resten | Hundrededel trekkes nu 3 Tusendedele ned,
hvorpaa man har 13 Tusendedele; i Kvotienten faar man
nu I Tusendedel o.s.v.; man faar saaledes
0,0183: 7 = 0,0019.

Dersom Divisjonen ikke gaar op, kan man foje Nuller
til Dividenden og fortselle Divisjonen, saa lenge man vil;
Resultatet kan da ikke udtrykkes nejagtiz ved Decimal-
brak, men man Kkan fortsetle Divisjonen saa lenge,
til Fejlen er mindre end enhver nok saa lille, given
Sterrelse.

Man dividerer med 10" ved at flytte Kom-
maet n Pladser til venstre.

Eks. 0,025:5 = 0,005; 1,26:25 = 0,05;

0,012342 1 17 = 0,000726; 0,5: 100 = 0,005.

114, Dersom en Decimalbrok skal divideres
med en anden Decimalbrek, er der to Tiltelde

#
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mulige. Onskes Resultatet i Form af en almindelig
Brok, flytter man Kommaet saa mange Pladser til hajre
i Divisor og Dividend, som der er Decimaler i den, der
har flest; dette er tilladt, fordi man derved mulliplicerer
Divisor og Dividend med samme Potens af (0. Da Di-
visor og Dividend nu begge ere hele Tal, kan Kvotienten
skrives som en almindelig Brok og om muligt forkortes.
)5 50 2 1,02 102 3
(]

i _—
2 25

34 340 107

(
Eks. 1

Sl
—

;

Dersom man ensker Kvolienten som Deci-
malbrek, flyttes Kommaet saa mange Pladser
til hejre i Divisor og Dividend, som Divisor
har Decimaler; Divisor er da et helt Tal, og man
benytter Reglen ovenfor [1I3J.A£Lé

0,516 5,16 . 0,4
Eks. - = 1 (0,487 —— — 1.6:
1,2 12 7T 0,25 ke
0,22—0,18*
=2 7 0,04
0,36

“x 115, Brokers Forvandling til Decimalbroker. Er en
Broks Nevner ikke en Potens af 10, kan Twlleren skrives
som en Decimalbrek, idet man tilfejer et Komma og
Nuller; udferes nu Divisjonen med Navneren, som oven-
for lert, faas Broken udtrykt som Decimalbrek. Dersom
Divisjonen gaar op, siges Broken at vare forvandlet til
en sluttet Decimalbrok; dersom Divisjonen ikke gaar op,
faar man en uendelig Decimalbrok. En unendelig Decimal-
brok kaldes periodisk, dersom de samme Cifre stadig
komme igen i samme Orden; de Cifre, der stadig gen-
tages, danne da en Periode. Dersom Perioden begynder
straks efter Kommaet, kaldes Broken rent periodisk;
kommer der forst nogle Cifre, der ikke hore til Perioden,

A A

kaldes llraLLLLh_LLu,J.Le_L_p.L_l_mm%—r—ti_h—“—
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116. De ucnc‘l'el'ig'e Decimalbreker, der
dannes ved Forvandling af almindelige Broker,
ere altid periodiske. o
Dersom Neavneren er n, kan man nemlig ved Divi-
sjonen, da den ikke gaar op, ikke faa andre Rester end
I, 2, 3, ...n— 1. Saa snart man faar en Rest, som
man har haft tidligere (efter at man har begyndt at triekke
Nuller ned), kan man standse Divisjonen; thi man trekker
nu som forrige Gang, man havde Resten, et Nul ned;
man maa altsaa faa samme Ciffer i Kvotienlen, derpaa
alter samme Rest som forrige Gang, o. s. v. Da man,
naar Divisor er n, kan faa hejst n— 1 forskellige Rester,
I de felgende

Eksempler er der sal en Streg over Perioden.

3 - 3
g = 01255

maa Perioden faa hoejst n— 1 Cifre.

= 0,1875;

| 1 1
— = 0,5; éﬁ) = 0,005; ;‘

5 — 0,333...;

- 3 E— 2 -
— = 0,1666...; - = 0,428571428. .. ; 1= 0,1818. ..

(=}

117, Decimalbrokers Forvandling til alm, Broker. En
sluttet Decimalbrok skrives som alm. Brok og forkortes.
En uvendelig Decimalbrek, der ikke er periodisk, kan
kun forvandles med Tilnermelse, idel man medtager saa
mange Cifre, som man behover efter den Nojaglighed,
man ensker, og behandler Broken som en sluttel Deci-
malbrak.

En ren periodisk Decimalbrek er lig en
Bl‘.ﬁk, hvis Taller er Perioden, og hvis Nevner
s'kr_iﬂ;_s'_,merl saa mange Cifre 9, som der er

e

(".‘Tfre i Perioden.

y -
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Har man f. Eks.
o = 0,371871 ...,
faar man ved Multiplikation med 10%
1000 = 371,371. ..
og derpaa ved Subtraktion

371
999z = 371; @ = 999"
Var Decimalbroken
&= 0,aa ...000,0y...85...,
fik man ved Multiplikation med 10?
10% = a,ay ...0n, G @y...0y...
og ved Suobtraktion
(10" — 1)@ — @Gy ...0n;
2 o @y ...y
T r—1 !
hvor Telleren netop er Perioden, medens Naevneren

skrives med Cifrel 9 n Gange.

Tw®lleren er naturligvis ikke at forstaa som et Pro-
dukt, men som et Tal, skrevet i Titalsystemet med
Cilrene ‘@, @y, .on- dhs

En blandet periodisk Decimalbrek geres rent
periodisk ved Multiplikation med en Potens af 10, for-
vandles nu efter Reglen ovenfor og divideres derpaa med
den henyttede Polens af 10. :

—- — 425
& = 0,81426425 . ..; 1002 = 31,425... = 319%;
5 — Zil < 999425 31425 —31
o 99900 99900
a =0, bbg i iDylefy o lylyliau slivsan
1000 = b,by ... by, aya, ... aua.a, ...
— bybg... by 219800 - In,

1o"—1 ’

i
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- byby .. by (10" — )+ aa,...0,
c 107 (107 — 1)
Byyiois o Bty 8y vty —bybg v by

0P (10, —1) o

‘7 118. Vi kunne nu se, hvilke Broker der fore il
de tre forskellige Slags Decimalbreker, idet disse ved at
forvandles og forkortes maa fore tilbage til de alminde-
lige Broker, af hvilke de ere dannede.

De sluttede Decimalbroeker faa ved Forvand-
lingen Neievnere (10", der kun indeholde Primfaktorerne
2 og 5, og altsaa vil Forkortning kun kunne fore til
Broker, hvis Navoere alene indeholde disse Primfaktorer.
Omvendt vil en Brek, hvis Naevner kun inde-
holder Primfaktorerne 2 og 5, forvandles til
en sluttet Decimalbrek, naar Nevner og Tealler
multipliceres med en passende Potens af 2 eller 5.

7 T« 52 175
ks g5 = av 55 — qov — 0175
3 3 3.2 i
25 5 10e O™

De blandet periodiske Decimalbroker for-
vandles til Breker, hvis Navnere ere 107 (10" — 1), hvor
10# kun indeholder Primfaktorerne 2 og 5, 10" — | kun
andre Primfaktorer. 10"— 1 kan ikke forkortes hell bort,
thi Decimalbreken var da sluttet; 107 kan heller ikke for-
kortes helt bort, da Twlleren i @ kun kan ende paa Nul,
dersom @, — b,, men hvis dette var Tilfeldet, maatte
Perioden begynde med 4, og ikke med a,. De blandet
periodiske Decimalbreker fore derfor til Bre-

ker, hvis Nevnere indeholde mindst een af Fak-

torerne 2 og 5 og desuden andre Faklorer.
De rent periodiske Decimalbroker fore ved

—
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Forvandlingen til Braker, hvis Nwvnere (10* — ) ikke
indeholde Primfaktorerne 2 og 5. Omvendt maa alle
saadanne Broker give rent periodiske Deci-
malbreker, thi dersom  de gav blandet periodiske,
maalte 2 eller 5 findes i Nevneren, som vi viste det
ovenfor. Heral ses lillige, at den forrige Sitning kan
vendes om, thi Breker, i hvis Nevnere findes 2 eller 5
og andre Faktorer, kunne hverken give sluttede eller
rent periodiske Decimalbraker.

Eksempler til Ovelse.

37

40

2 7T 19 25 4- 9 37T 1 &5 10
57167 27 877211 997999 6’ 13’ 18
forvandles til Decimalbraker.

3. 0,755 4,312; 0,136; 0,1212..5 0,0025; 0,166..; 0,66..;
3,42625 . .; 1,142857142..; 0,13006006 .. forvandles til
almindelige Broker.
0,5 — 0,045 1,28 | 0,13%

1. 03.4,1—0,49:0,07 -} 5:0,256 — 3. 2,141 — 7 807.
h

2

4. — 1,07* 40,39 1,2,
0,46 ! 1,33 o ? L
17,12 0,2.5: 1,25 0,82 —1,4°
5. 0,011 — T beregnes med 3
Decimaler.
1,2¢—0,8084
6. - 220 2,003 . 0,397,

1,440,808

7. Seg z af 0,14 (z — 0,6, — 2,4 (& — 1,1) = 0,07.

a— 0,02 22—1,34 2 | 247
1,11 1,12 3,7

Jul. Petersen: Aritmetik. I, T
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Uendelig og Ubestemt.

119, Uendelig stor og nendelig lille. Vi have i del
foreganende lert al ndfore de forskellize Regninger med
alle Tal, saaledes at vi, naar de opgivne Slorrelser ere
Tal, altid komme til et Resultal, der er et hell Tal eller
en Brek. Der er dog een Undiagelse, som vi nu ville
betragte niermere.  Man kan nemlig ikke dividere 0 i el
Tal a (som ikke er Nul), da der ikke gives nogel Tal,
som multipliceret med 0 giver «. TeEnke vi os imid-
lertid, at vi i Stedet for med 0 dividere med et megel
lille Tal, kan Divisjonen udferes, og vi faa en megel
stor Kvotienl; jo mere Divisor narmer sig til Nul, desto
storre bliver Kvolienten, og vi kunne altid gore Divisor
saa lille, at Kvotienten bliver storre end ethvert opgivel

Tal, hvor stort det end er. | Ligningen
@

_— == 0

b

vil ¢ altsaa vokse ud over enhver given Griense, naar vi
holde a uforandrel, men lade b nwrme sig mere og mere
il 0. Man undtrykker dette ved at skrive

a

[aad
hvor Tegnel = leses «uendeligs. = belegner altsaa ikke
en bestemt Storrelse, men derimod en, som tenkes
voksende uden Graense, medens 0 da betegner en
Storrelse, der tenkes aftagende mod Nul uden Graense,
en saakaldel «uendelig lillen Starrelse. Tegnet 0 faar
allsaa egentlig to Belydninger, nemlig som hidtil «Intets
og den nendelig lille Storrelse. Det absolute Nul spiller
imidlertid ingen Rolle, saa al vi for Fremtiden tenke os
0 som den unendelig lille Starrelse; de lidligere udviklede

L
~
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andret Betydning. Nuaar vi sauledes skrive a0 — a,
betyder detle nu: naar vi i en Sum af o Addender lade
den ene aftage uden Grinse, vil Summen kunne bringes
Lil, saa ner som man vil, al viere lig den anden Addend,
I 0.a = 0 staar der egenllig: Naar den ene Faklor
i et Produkt aftager uden Grense, aftager
Produktet selv uden Grense, ligesom %:
betyder, at Kvolienten vokser uden Granse, naar
Divisor aftager uden Griense, og ligesom -;} =0
betyder, at Kvotienten aftager uden Griense,
naar Divisor vokser nden Grense, eller, hvad der
er del samme, at man altid kan gere Divisor saa stor,
al Ivotienten bliver mindre end en hvilken som helst,
nok saa lille, given Starrelse.

120. Vi opnaa ved Indforelsen af Tegnet oo, at vi i
det Tilfelde, hvor en Opgave er umulig, faa noget mere
al vide om den. Saaledes fik vi af de to Ligninger i 69

ar | by = ¢; ma-fLny = p

. . mc—bp
(na — mb) & = ne —bp; & — na —mb"’

hvor vi dog, idel vi dividere med Parentesen, maalte
lorudsitle, at na—mb ikke var Nul. Nu behove vi ikke
al gere denve Forudsatning, thi vi faa nu i detle Til-
felde # — = og lwre deraf, at Opgaven er umulig, men
tillige, al dersom vi forandre de givne Storrelser megel
lidt, saa at na — mb bliver lidt forskellig fra 0, vil @
fan en meget stor Verdi, og al man altid kan gore
Forandringen saa lille, at a bliver sterre end en hvilken
som helst given Storrelse. Alt dette vil man ikke gen-
tage hver Gang ved lignende Opgaver, og derfor ud-

—Formler forandres ikke derved,—men—fan—kon—en—tidt—for=

—e——— .y

trykker man det korl ved at sige, at @ er uendelig.
-
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121, Ubestemt. Vi forudsalle hidlil, at Dividenden
ikke var 0. Vi have altsaa tilbage al undersege Udlrykkel
0

0
mere og mere Ll (dens Gransevierdi), naar Telleren og

, der betegner den Yardi, som en Brek nmrmer sig

Nwvneren begge aftage uden Granse. Man indser imid-
lertid lety at man ikke her nermer sig il nogen heslem|
Sterrelse, da vi efter Behag kunne lade Twlleren eller
Navneren aftage stierkest. Vi sige derfor, at % er wube-
stemly ; dette stemmer med, al Proven viser Rigtigheden
al Ligningen g- —a,

hvilken Veerdi vi end tillegge a.

Den Verdi, vi fik for @ af de to Ligninger ovenfor,
passer nu for alle Tiltelde, idet den, naar Brekens Twller
og Naevner begge hlive Nul, viser, at 2 er ubestemt;
dette stemmer med, hvad vi viste Lidligere (70), nemlig
at vi i dette Tilfelde ikke kunne bestemme de ube-

kendte, da vi kun have een Ligning.

122. Den sande Yerdi af en ubestemt Storrelse. Lig-
ningen % = nbestem!
er altsaa el kort Udiryk for den Swining: Dersom en
Broks Twller og Nwvoer aftage uden Grense, kan Brokens
Vardi derved nmrme sig mere og mere Lil el hvilkel som
helst Tal. Man ser, al vi her forudsatte, at vi kunne
lade Talleren og Namvneren nierme sig Ll Nul, saaledes
som vi selv ville; Setningen galder derfor ikke, der-
som den ene af Sterrelserne skal nierme sig il Nul paa
en beslemt Maade, naar den anden nirmer sig til Nul.

Dersom vi f. Eks. i Braken
Bl
@
lade N®vneren a nzrme sig lil Nul, vil Talleren al sig

.

p————
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a, vil Brekens Vardi sladig viere 3, saa al den ikke er
ubesteml, naar @ er Nul. Vi slulle heral folgende:

Dersom en Broks Twller og Nevner narme
sig til Nul (ere uendelig smaa), er Broken nbhestlemt,
dersom Talleren og Nieevneren ere unafhiengige
af hinanden; men den har en bestem!t Vardi,
dersom Talleren og Naevneren maa relte sig
efter hinanden. Denne Vardi kaldes den sande
Vardi af den lilsyneladende ubestemte Starrelse.

123. Dersom to Sterrelser ere lige slore
for alle Verdier af et af de forekommende Bog-
staver, undlagen for en Vardi, der gor den
ene Starrelse nbestemt, men giver den anden
en bestemt Vaerdi, da er denne den nbhestemte
Starrelses sande Vardi.

Lad os f. Eks. betragte de lo Broker

(@—1) (@4 2) a—+ 2
@—Nel3) Fats

Da den anden Brek dannes al den forste ved Forkort-

ning, ere de lo Breker lige store for alle Vaerdier af 2. Her-
fra maa dog undtages Verdien @ = 1, der ger den forste
Brok ubestemt, men giver den anden Verdien §. Denne
er da den sande Vardi af den forste Brok for @ = 1.

Vi skulle nemlig, efter hvad vi have lert, for at
finde den sande Vierdi tienke os & nermende sig mere
og mere til | (nemlig 2 — | til 0); da nu de to Breker
ere lige store, bhvor lille en Vierdi vi end indsetle for
a—1, kunne vi lige saa godl tenke os 2 nermende sig
til 1 i den anden Brek: derved n®rmer denne sig til #,
som allsaa er den segle sande Vardi.

Da vi nu vide (55), at dersom en Broks Teller

selv samlidig nwrme sig Ll Nul. Hvor lille vi end gare

¥ -

bliver Nul for en Verdi af 2, f. Eks. for @ = a, vil
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¥ —a vaere Faktor i Twlleren, og da del samme gelder
om Nwvneren, se vi, at en Brok kun kan blive ubestemt
for en vis Vaerdi af el af Bogslaverne, dersom den kan
forkortes; man finder altsaa en Breks sande
Vaerdi ved forst at forkorte den og derpaa
inds®tie den givne Vaerdi., Er det for o — a, al
Broken bliver ubestemt, vil den kunne forkortes med
& —a; bliver den derefter endnu ubestemt for 2 — da,
kan den atter forkortes med & — a, o.s. v.

I de folgende Eksempler antage vi, al de Stoerrelser,
der betegnes ved forskellige Bogslaver, kunne forandre
sig uden at relle sig efter hinanden.

y—2b
Eks. 1. Hvad er 2= for y=0bog a2 = a?
x-—a » :
z®— g*
2. Wvad er = Y for & — av
(@—a)®

r— 3

— for @ = 17?

. |- a4
3. Hvad er ﬁ—xs; I

(# |- h)3 —a®
h

5. En Kureer rejser ud fra en By A. og rejser a
Mil om Dagen; en anden Kureer rejser samtidig
samme Vej fra en By B., der ligger n Mil
foran A.; og rejser & Mil om Dagen. Efter
hvor mange Dage stode de sammen? Hyvilke
forskellige Tilfwlde kunne indirafle?

4. Hvad er for b = 07

Efter @ Dage har den forste Kureer rejst o,
den anden bz Mil; stede de nu sammen, maa

den forste have rejst = Mil flere end den sidsle;

n
altsaa er ez —nfbe: a4 —
‘ b a—1b

For a>6 er Svarel positivt; de stede sam-
men om saa mange Dage. For a<" b er Svarel

dp® -
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naaede Byerne, for saa mange Dage siden; de stade
altsaa aldrig sammen, dersom de begynde Rejsen
ved Byerne; men dersom de blol passere Byerne
samlidig paa deres Rejse, har den forreste for saa
0g saa mange Dage siden indhentel den bageste.
Dersom a = b, er 2 = o altsaa naa de
aldrig hinanden, men vilde gore det om en
meget lang Tid eller vilde have gjorl del for en
megel lang Tid siden, dersom den ene forandrede
sin Hastighed lidt. Er tillige » — 0, Dbliver
Svaret ubesteml; de rejse da sammen hele Tiden.
124. Vi kunne no ogsaa regne med del indferte
Begrelh =. Saaledes faar man:
. = %, a0 = wx,
der udtrykke, at et Produkt (en Sum) vokser uden Graense,
naar den enc Faktor (Addend) vokser uden Griense ;
0.9 = ubestemt,
der udirykker, at et Produkt ikke nwiermer sig til nogen
besteml Grmnse, naar den ene Faklor aflager og den
anden vokser uden Granse;
% = ubeslemt,
der udtrykker, at en Brok ikke nermer sig til nogen be-
steml Griense, naar dens Twller og Navner vokse uden
Granse ; ®— w = ubesleml,
der udtrykker, al en Differens ikke nermer sig til nogen
bestemt Grinse, naar Subtrahend og Minuend vokse
uden Graense.
Nogle mindre viesentlige Former, nemlig 0% 1% og
', der ogsaa ere ubeslemte, ville vi forelobig forbigaa.
a® = x(@>1) og a®° = 0(a< )
udirykke, at en Potens af et Tal storre end 1
vokser, af et Tal mindre end 1 aftager uden

negativtyde ere alterede stodte sammen, far de

*,_A—

Graense, naar Eksponenten vokser nden Grense.



104

Man finder nemlig ved fortsat Multiplikation med
I @ (a posiliv) og Bortkastelse paa hejre Side af alle
Led, der ere af hejere end forste Grad, | +a = 1 |- a;

(I+a? >1+2; I+a*>143a;...(14+a >
L+ na, men 1--na bliver starre end et vilkaarlig valgt
Tal m, naar n > (m—1):a. Herved er Smtningens forste

Del bevist, og den anden udledes heraf ved Divigjon i 1.

125. Ved de Sterrelser, der ovenfor ere anferte som
ubestemte, er det forudsat, at de to Sterrelser, der vokse
eller aftage uden Granse, ere nafhangige af hinanden;
ere de afhengige af hinanden, ville de ubestemte Udtryk
have en sand Verdi, der bestemmes, idet Udtrykket

farst bringes paa Formen g. Saaledes kan man i Stedet

for a.b(a = 0; b = o) skrive a:%(a = 0, %= 0).

Skal man i en Brek, hvor Twmller og Nmvner ere
Polynomier, ordnede efter z, s@lte 2 = o, divideres
forst Teller og Nevner med den haejeste Potgns; af' &,
der forekommer. '

126. Bestemmelsen af en ubestemt Sterrelses sande
Vierdi bliver mere vanskelig, maar man kommer til de
ny Former af Sterrelsen, som man, efterhaanden som
man skrider frem i de matematiske Videnskaber, er nadt
til at indfere.

Da disse sande Veardier spille en meget vigtiz Rolle
ved mange Opgaver, ndvikler man Metoder til deres
Bestemmelse i en smregen Gren af den rene Malemalik,
som kaldes Differentialregning.

-



