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Den retie Linie,

. L
Hvor stor er Afstanden mellem Punkterne (3,4) og (—1,3)¢
2.
_ Hvor store ere Siderne i den Trekant, hvis Vinkelspidser
ere (0,1), (5,6) og (6,1)?
3.
Find Ligningen for en ret Linie, der danner en Vinkel
. paa 135° med Abscisseaxen og afskjserer Stykkét — 7 af
- Ordinataxen. »
4. '
Hvor stor er Ordinaten til det Punkt i Linjen 2% - 3y
= b, hvis Abscisse er 2?
5.
Hyilke Stykker afskjerer Linien 5z - 8y == 15 af Axerne,
og hvilken Vinkel danner den med Abscisseaxen?
6.
Hvilken Ligning har en Linie, der indeholder Punktet
(2,3) og gaar igjenuem Begyndelsespunktet?
7.
Find Ligningerne for de tre Sider i Trekanten i 2.
8.
I hvilket Punkt skjerer Linierne i 4 og 5 hinanden?
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9.

Find Skjeringspunktet for Linierne 52 4 y — 4 og 10z
~+ 2y = 3.

10.

Find Ligningen for en ret Linie gjennem Punktet (3:8).
og som i Forbindelse med Axerne danner en Trekant, hvis
Areal er 15.

_ ST 5
Hvilke ere Sidernes Midtpunkter i Trekanten i 27

12.
Find Ligningerne for Medianerne i samme Trekant.

13.
Find Skjeringspunktet for to af disse Medianer, og vis
at dette Punkt ligger i den tredie Median.

14.

Bevis at de tre Medianer i en Trekant skjere hverandre °

i eet Punkt.
) 15.

Bevis at den Linie, som forbinder Midtpunkterne af de
to Sider i en Trekant, er parallel med den tredie Side og haly
saa stor.

16.

Find Ligningen for en Linie, der gaar gjennem Begyn-
delsespunktet og gjennem Skjwringspunktet for Linierne 22 -
By==2o0g y—=a-41.

17.
Hvor stor er Vinklen mellem Linierne 22 4+ 3y =— 1 og

» 3:17——2:([:1?

: 18.
Find Ligningen for en Linie gjennem Begyndelsespunktet
og lodret paa Linien a2 4 by = e. "

b

19. .
Find Ligningerne for de tre Hoider i Trekanten i 2.
20.
Bevis at de tre Hoider i en Trekant skjere hverandre i
eet Punkt.
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21.
Bevis at Diagonalerne i et Parallelogram halvere hinanden.
22.

.Bring Ligningen 5z 4 12y — 13 = 0 paa Normalform;
find Afstanden fra Linien til Punktet (1,2), og vis, at dette
Punkt og Begyndelsespunktet ligge paa forskjellige Sider af
Linien.

23.

Hvor store ere Hoiderne i Trekanten i 2, og hvor stort
er Trekantens Areal?

24.

Hvor stort er Arealet af en Trekant, hvis ene Vinkelspids X
ligger i Begyndelsespunktet, medens de to andre ere (a, b)

og (@4, b,)?

25.

Bevis at ethvert Punkt i en Linie, der staar lodret paa
Midten af en given Linie, har ligestore Afstande fra denne
Linies Endepunkter.

26.

Hvor stor er den spidse Vinkel mellem Linierne 22 - 3y )(

=1 og 32+ 2y = 11
- 27,

Find Lig'ningex"ne for de tre Sider i en ligesidet Trekant,
hvis ene Vinkelspids ligger i Begyndeisespunktet, og hvis ene
Side falder i Abscisseaxen; find Afstandene fra et vilkaarligt
Punkt til disse Sider, og vis at Summen af disse Afstande er

-lig' Trekantens Hside.
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28.

I en Trekant A BC trmkkes Medianen BD og en Linie
BE £ AC; bevis at en vilkaarlig Linie gjennem D skjerer
Figurens Linier i fire harmonisk forbundne Punkter.

29. .

Bevis at det eme Par modstaaende Sider i et Kvadrat
afskjerer et ligesan stort Stykke af en vilkaarlig Linie, som
det andet Par af en Linie, lodret paa den ferste.

30.

T en ligebenet Trekant drages fra Toppunktet en Linie
AD, der med Grundlinien danner en Vinkel paa 60° og deler
den i to Stykker BD og DC; bevis at DC -+ DB — DA.

31.

Hvilken Egenskab have 8 rette Linier, hvis Ligninger -

ved Multiplikation med visse Faktorer og Addition give en
identisk Ligning?
i 32.

Naar @ = 0 og § = o ere Ligningerne for to rette
Linier under Normalform, hvilken Linie har da Ligningen
a—f=o0?

33.

Bevis at de Linier, der halvere Vinklerne i en Trekant,

skjere hverandre i cet Punkt.
34.

Bevis at de to Linier, der halvere en Trekants ene Vinkel

og dens Nabovinkel, dele den modstasende Side harmonisk.
35.

Fra et fast Punkt trekkes Linier til Punkterne i en
given Linie; find det geometriske Sted for disse Liniers Midt-
punkter. -

‘ 36.
Find det geometriske Sted for de Punkter, for hvilke
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Kvadraterne af Afstandene til to faste Punkter have en given
Differens.
37.

Find det geometriske Sted for Midtpunkterne af de
Stykker, som to givne Linier afskjere af et Bystem a?.f‘
parallele Linier. : '

38.

Hvilken Kurve fremstilles ved .en homogen Ligning af

anden Grad mellem Koordinaterne?
39.

Hvorledes fremstilles et System af to paa hinanden lod-

rette Linier gjennem Begyndelsespunktet wed -een Ligning?
40.

I en Trekant ligger Grundlinien fast, og Summen af de
andre Sider er konstant; hvilket -er det geometriske Sted for
det Punkt i Hoidens Forlmngelse, hvis Afstand fra Grundlinien
er lig en af Siderne?

41. :

Et vilkaarligt Antal Trekanter have faste Grundlinier og
felles Toppunkt; find det geometriské Sted for dette Punkt,
nagr Summen af Trekanternes Arealer er konstant.

' 42.

De tre Sider i en Trekant dreie ;sig om faste Punkter,
der ligge i en ret Linie, medens de to‘inlnkelspidser gjennem-
lobe givne rette Linier; find hdlet» geometriske Sted for den
tredie Vinkelspids.

‘ 43.

Find det geometriske Sted for Midtpunkterne af Rekt-

-angler, der ere indskrevne i en given Trekant.
T 44,

I en Trekant trakkes en vilkaarlig Linie, parallel med

den ene Side, og hvor den skjerer de to andre Sider opreises
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Linier, lodrette paa disse; find det geometriske Sted for da
Lodrettes Skjaringspunkt.
45,

I en Trekant trmekkes en vilkaarlig Linie, parallel med
den ene Side, og dens Skjmringspunkter med de to andre
Sider forbindes med to faste Punkter i den forste; find det
geometriske Sted for de to Liniers Skjweringspunké; specielt
antages de to Punkter forbundne med de modstaaende Vinkel-
spidser.

46.

1 en Trekant ABC afsmttes paa AB Stykkerne AT og
BS i et givet Forhold til hinanden; gjennem T og S traekkes
Linierne TE og SF lodrette paa AR, og som skj®ré Tre-
kantens to andre Sider i E og F; find det geometriske Sted
for Skjeringspunktet af Linierne E B og FA.

47.

I et Parallelogram trekkes to Linier PP, og QQ,,
parallele med Siderne; find det geometriske Sted for Skjeerings-
punktet af Linierne PQ og P, Q,.

48.

Fra et givet Punkt trekkes to vilkaarlige rette Linier,
der skjere to faste rette Linier i fire Pnokter; find det geo-
metriske Sted for Skjmringspunktet af de Linier, der forbinde
disse Punkter overkors.

49.

Et System af ligestore parallele Linier halveres alle af

en fast ret Linie med givne Endepunkter. Find det geo-

metriske Sted for Skjmringspunktet af de Linier, der forbinde

disse Endepunkter med Endepunkterne af en af Parallelerne. -
50.

I en Trekant ligger Grundlinien fast, og de to andre

Sider skjere en fast med Grundlinien parallel Linie AR i

i

e
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Punkterne C og D, hvor Forholdet AC : BD er konstant;
find det geometriske Sted for Trekantens Toppunkt.
51.

Paa Benene af en fastliggende Vinkel A afswttes to
Stykker AB og AC, hvis Sum er konstant; find det geo-
metriske Sted for Midtpunktet af Linien B C.

52.

I Axerne gives to faste Punkter A og B og to andre
A1 og B1 bestemmes saaledes, at 041 4+ OB1 = QA -+ OB;
find det geometriske Sted.for Skjseringspunktet af Linierne
AB1 og A1 B.

53.

Hvorledes er den falles Ligning for de Linier, der gaa
gjennem Skjeringspunktet af Linierne

ax+by+c=0o0g ayx+b,y+ec, =0°

54,
Hvilken Egenskab have de Linier, der have Ligningen
y—3w+k(y+2z——1) =0,
hvor de forskjellige Linier svare til de forskjellige Veordier af k¢
55.
“Paa Benene af en fast Vinkel A afsmttes Stykkerne AR

og AC, saa at
| :115 -+ A—lé == konstant;
bevis at Linien BC gaar gjennem et fast Punkt.
56.

Bevis at et System af Linier, der afskjmre proportionale
Dele paa to givne parallele Linier, skjere hverandre i eet
Punkt.

57.

Bevis at Midtpunkterne af Diagonalerne i en fuldstendig

firsidet Figur ligge i en ret Linje.

.
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58.

Hyilken Kurve bestemmes ved Ligningen

2® — 22ytg. v — y® = 07

59.

Hvorledes udtrykkes Arealet af en Polygon, hvis Vinkel-

spidsers Koordinater ere givne?

60.

Naar Ligningen for en ret Linie er

(o, + by )2+ (b, ‘- ay)y=c

hvor @, b og ¢ ere givne, og (2, y,) er et vist Punkt, ser

man let, at Linien er fast, naar Punktet (z,, y,) er fast;
naar derimod (x,, y,) bevmger sig paa en ret Linie, maa den
ved Ligningen bestemte rette Linie dreie sig om et fast
Punkt; hvilket er dette, naar (,,y,) beveeger sig paa Linien

z+y, =11

Cirklen.
61.
Find Koordinaterne til Centrum og Radius til Cirklen
22+ —br — 4y =17.
62.
Bring Ligningen
24y — 2 — 4y = 20
paa den almindelige Form for en Cirkels Ligning.
63.
Find Ligningen for Centerlinien for Cirklerne
24yt =2 og 2®+y*=20
64.
Find Koordinaterne til Skjweringspunkterne for
224y =65 og 3xr+4y—25

11

65.
Find Koordinaterne til Skjaringspunkterne for
(@ — ¢)? 4 (y — 2¢)? = 25¢? og 4z + 3y = 35¢.
‘ 66. ‘
Find Ligningen for en Cirkel, der rerer begge Axerne i
en Afstand a fra Begyndelsespunktet.
67.
Find Sterrelsen af Tangenten fra Begyndelsespunktet til
2+ ¢y — 14x+ 8y 4 9 =0.
68.
Find Ligningen for Fzelleskorden (Radikalaxen) for Cirklerse
2 4 y* + ax—by =0 og 2%+ y® — ax + by = 2¢.
69.

Find Ligningen for en Cirkel, som gaar gjennem Be-

' gyndelsespunktet, hvis Radius er 4, og som har sit Centrum

paa Linien 2 = y.
70.
Hvad er Ligningen for en Cirkel,
Skjeringspunkterne for Cirklerne,
og 8§, =01

hyis Ligninger ere S = 0

71.

Find Ligningen for den Cirkel, der gaar gjennem Skji-

ringspunkterne for Cirklerne

Pty tartby=cog ®+yta,x+b,y—=c,
og gjennem Begyndelsespunktet.
72.

Find Ligningen for en Cirkel, der gaar gjennem Skjarings-
punkterne for Cirklerne z® |- y® = 4 og 2° 4 y® = 2%, og
som skjmrer Cirklen 2® + y® =y 4 2 i to Punkter, som
ligge i ret Linie med Begyndelsespunktet.

der gaar gjennem

X
/

/
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73.
Angiv Betingelsen for at de fire Skjeeringspunkter for to
Par Cirkler ligge i een Cirkelperiferi.
' 74.
Bevis at de tre Radikalaxer for tre Cirkler skjeere hver-

andre i eet Punkt,

75.
Naar Koordinaterne til to Punkter (z, y) og (&, ) ere
forbundne ved Ligningen
224y +azE+-bynp +- ek dyp=ce,
hvad bliver da det geometriske Sted for det eme Punkt, naar

det andet ligger fast?
76.

Ved hvilke Ligninger bestemmes Koordinaterne til Re-
ringspunkterne for Tangenterne fra Punktet (a@, b) til Cirklen
2® + y® = 1% og hvad udtrykker hver af disse Ligninger
taget for sig?

v 77.

Hvad er Ligningen for Polaren (Reringskorden) til Punktet

(4,5), naar Cirklens Ligning er 2® 4- y® = 97
78.
Bevis at Polen gjennemleber en ret Linie, naar Polaren

dreier sig om et fast Punkt og omvendt.
79.

Bevis at naar et Punkt ligger i et andet Punkts Polar,

maa det andet Punkt ligge i det forste Punkts Polar,

80.
‘Bevis at Kvadratet af Tangenten fra et Punkt af en
Cirkel til en anden Cirkel staar i et konstant Forhold til
Punktets Afstand fra Cirklernes Radikalaxe.

13

81. .
Find det geometriske Sted for de Punkter, hvorfra en

given Linie ses under en given Vinkel,

82.
Find det geometriske Sted for de Punkter, hvis Afstande
fra to givne Punkter staa i et givet Forhold.

83.

En Linie dreier sig om et fast Punkt O, medens dens
andet Endepunkt A gjennemlober en ret Linie; find det geo-
metriske Sted for et andet Punkt a@ i Linien, naar OA.Oa
er konstant. v

84.

I en given Cirkel afsmttes fra Centrum O ud af en vil-
kaarlig Radius OA et Stykke OM, lig Radiens Projektion
paa en fast Dia,meter‘; find det geometriske Sted for M. V

85.

Find det geometriske Sted for et Punkt, hvis Afstand
fra Grundlinien i en ligebenet Trekant er Mellemproportional
mellem Afstandene fra Benene. '

86.

En Linie af given Laengdeu bevager sig med sine Ende-
punkter paa to givne rette Linier, og i disse Punkter opreises
Lodrette paa de faste Linier; find det geometriske Sted for de
Lodrettes Skjeringspunkt.

87.

Find det geometriske Sted for det Punkt, for hvilket
Summen af Kvadraterne af Afstandene fra to faste Punkter
er konstant.’ ' »

88.

Find det geometriske Sted for Midtpunkterne af et System

af parallele Korder. 7

}7(
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89.
Find det geometriske Sted for Midtpunkterne af et System
af Korder, der alle gaa gjennem et givet Punkt.

90.

Find det geometriske Sted for Midtpunkterne af de Korder,

der fra et givet Punkt ses under en ret Vinkel.

91.
Fra et Punkt fmldes lodrette Linier paa de Korder, der
fra Puntet ses under rette Vinkler. Find det geometriske Sted
for de Lodrettes Fodpunkter.

92.

Gjemmem et fast Punkt i en Diameter trmkkes Kerder,
hvis Endepunkter forbindes med Diametrens ene Endepunkt;
bevis at Forbindelseslinierne, af en given Linie, lodret paa
Diametren, afskjere Stykker, hvis Produkt er konstant.

93.

Fra to Punkter A og B fmldes de Lodrette AP og BQ,
fra hvert Punkt paa det andet Punkts Polar med Hensyn til
en given Cirkel med Centrum O; bevis at U4 : AP =
OB : BQ.

94. ,

Find det geometriske Sted for de Punkter, hvorfra Tan-

genterne til to givne Cirkler staa i et givet Forhold.
95.

Find XKoordinaterne til Lighedspunkterne for Cirklerne

@—a)+@y—0=rg@@—a )+ —b)=rt
96. :

Fra et vilkaarligt Punkt A treekkes en Linie, der skjzrer
en Cirkel i B og B, og Punktets Polar i A,; bevis at de
fire Punkter 4, B, A,, B, ligge harmonisk.

15
97.
Find Ligningen for en Cirkel gjennem Punmkterne (1,2),
(1,3) og (2,5). 4
98. o
Find Polen til Linien ax - 3y + ¢ == 0 med Hensyn

til Cirklen 2% 4 ¢y® = o2,

99.
Fra. et Punkt i en Cirkelperiferi fieldes Lodrette paa to
faste Tangenter og paa Roringskorden; bevis at den sidste
Lodrette er Mellemproportional .mellem de to ferste.

100.

Bevis at de tre ydre Lighedspunkter for tre Cirkler ligge

i een ret Linie. '
101.

Gjennem to faste Punkter tegnes en vilkdarlig Cirkel;
bevis at Radikalaxen for denne og en fast Cirkel gaar gjennem
et fast Punkt.

102.

I en Cirkel trzkkes en Korde, der skjmres af en anden
Cirkel, koncentrisk med den forste; bevis at de Stykker af
Korden, der falde mellem de to Cirkler, ere ligestore.

103.
Bevis at naar Polens Afstand fra Centrum er konstant,
er Polarens det ogsaa.
104.

Find Ligningen for en Cirkel, indskreven i Trekanten,
hvis Vinkelspidser ere (0,65), (— 10, — 15) og (3% — 13).
105.

En Linie' AO dreier sig om -det faste Endepunkt O,
medens det andet Endepunkt gjennemleber en given Cirkel~
periferi; i Linien bestemmes et Punkt g ved at Og.0A =
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m?, hvor m er konstant. Bevis at a gjennemlober en Cirkel,
og find det ydre Lighedspunkt for denne og den givne.
106.
Seg det geometriske Sted for Centrerne af de Cirkler,
der skjsere to givne Cirkler i diametralt modsatte Punkter.
107.
Gjennem Midtpunktet O af en Korde traekkes to andre

Korder AB og CD; bevis at Linierne AC og BD skjeere den

{

givne Korde i samme Afstand fra O.
108.

Bevis at i enhver Trekant ligger Centrum for den om-
skrevne Cirkel, Medianernes Skjaeringspunkt og Hboidernes
Skjeringspunkt i een ret Linie.

109.

Find Ligningen for den Cirkel, hvis Centrum ligger midt
i den Linie, der forbinder Hoidernes Skjweringspunkt med Cen-
trum for den omskrevne Cirkel, og hvis Radius er det halve
af denne Cirkels Radius, og find Skjaringspunkterne for den
fundne Cirkel og Trekantens Sider.

110.
Bevis at den i 109 fundne Cirkel rerer enhver af de

Cirkler, der rere Trekantens tre Sider.

Keglesnitslinierne,
1.
Paa Benene af en ret Vinkel glider en Linie af konstant
Leengde a + b; find det geometriske Sted for det Punkt, der
deler Linien i Stykkerne a og &; i hvilket specielt Tilfwelde

bliver denne Kurve en Cirkel?
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112. _
To ligedannede, koncentriske Ellipser, hvis Axer falde ud
af hinanden, skjmres af en vilkaarlig ret Linie; bevis at de to

Stykker af denne, der afskjeres mellem Ellipserne, ere ligestore.

113.

Bevis at der mellem en Hyperbel og dens Asymptoter
afskjecres ligestore Stykker af en vilkaarlig ret Linie; specielt
antages den rette Linie at veaere Tangent til Hyperblen.

. 114.

I en Ellipse trakkes to paa hinanden lodrette Halvdia-
metre; bevis at den Korde, der forbinder deres Endepunkter
har konstant Afstand fra Centrum.

115.

Gjennem Toppunktet af et Keglesnit traakkis to paa hin-

anden “lodrette Korder; bevis at den Korde, der ‘forbinder disses

Endepunkter, gaar gjennem et fast Punkt.
116.

Find det geometriskevSted for Midtpunkterne af de Korder

i en Ellipse, der gaa gjennem et fast Punkt.

117. :
Et Parallelogram har sin ene Vinkelspids pa,a,‘en Hyperbel,

~medens de to Sider falde paa Asymptoterne; bevis at dets

Areal er konstant.
118. 7 .
I en Trekant ligger Grundlinien fast, og Produktet af
Tangenserne til Vinklerne ved denne er konstant; find det

geometriske Sted for Toppunktet.
119.
Find det geometﬁske Sted for Medianernes Skjseringspunkt
i de Trekanter, hvis Vinkelspidser ere Endepunkterne af den
store Axe og et Punkt af Periferien af en Ellipse.
2

/
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120.
Hvor stor er den positive Ordinat til det Punkt i Ellipsen
z% -+ 2y® = 9, hvis Abscisse er 1, og hvad er Ligningen for
Tangenten til dette Punkt?
121.
et Til et Punkt i en Ellipse treekkes en Tangent, og fra

Centrum feeldes en Lodret paa denne; vis at det geometriske

Sted for Skjmringspunktet af denne Linie og Ordinaten til
el Punktet er en Ellipse; hvilket er det spgte geometriske Sted,

naar denne Ellipse behandles paa samme Maade?

122.

Givet en Ellipse og en ret Linie, der dreier sig om et

fast Punkt; find det geometriske Sted for denne Linies Pol.
123.

Bevis at Smtningen i 79 gjelder for ethvert Keglesnit.
124.

En Ellipse og en Hyperbel have de samme Axer; til et
Punkt af Hyperblen traekkes en Tangent, og til dennes Skje-
ringspunkter med Ellipsen treekkes Tangenter til denne; find
Stedet for disse Tangenters Skjseringspunkt.

125.
v Bevis at Arealet af den Trekant, som begrendses af
" Asymptoterne og en Tangent til en Hyperbel, er konstant.
126.

Fra Fodpunktet af en Ordinat i en Hyperbel treekkes en
Tangent til den Cirkel, hvis Diameter er Hyperblens forste Axe.
Find Forholdet mellem Ordinaten og Tangenten.

127.
»\ Find det geometriske Sted for Skjeringspunkterne af
| de Tangenter til en Parabel, for hvilke a) Produktet af Si-

nusserne, b) Produktet af Tangenserne, c¢) Summen eller
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d) Differensen af Cotangenserne af de Vinkler, de danne med

Axen, er konstant.
128.

Ved en Ellipse seges det geometriske Sted for Skjerings-
punktet af Tangenter, lodrette paa hinanden.

129.

Et Punkt beveger sig paa en given Ordinat til et Kegle-
snit; bevis at Perpendikuleren fra Punktet paa dets Polar
skjerer Axen i et fast Punkt.

130.

En Tangent til en Elﬁpse‘ skjeerer Cirklen med Ellipsens
store Axe til Diameter i to Punkter, og i disse opreises Lod- -
rette paa Tangenten; bevis at disse Lodrette skjsre Axen i
faste Punkter. k

131.

Bevis at en vilkaarlig Linie skjmrer et Par konjugerede
Diametre og Asymptoterne til en Hyperbel i fire harmonisk
forbundne Punkter.

132.
Bevis at ved en Ellipse er Summen af Kvadraterne af et

Par konjugerede Halvdiametre konstant.

133.

Ved Ellipsen 22°® + y% — 9 soges Leengderne af Tangent )
Normal, Subtangent og Subnmormal til det Punkt, hvis Ab-
scisse er 2.

134.

Til et Punkt af en Ellipse trmkkes en Norma.l seg
Produktet af dennes Laﬁéﬁe og Afstanden fra Centrum il det
samme Punkts Tangent.

135.

I en Ellipse treekkes et Par konjugerede Halvdiametre

2¥
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og Korden mellem deres Endepunkter; bevis at Arealet af den
derved dannede Trekant er konstant.
136.
Hvilket er det g'eometﬁske Sted for Centrum af en Cirkel,

der afskjmrer givne Korder af to givne rette Linier?

137.

B! Til en Parabel trmkkes tre Tangenter, den ene til Top-
punﬁeb; bevis at Arealet af den Trekant, som de begrandse,
er det Halve af Arealet af den Trekant, som man faar ved
at forbinde Roringspunkterne. '

138.

Ved en Parabel seges det ‘geometriske Sted for de
Punkter, hvorfra man kan trekke to paa hinanden lodrette
Normaler til Parablen.

139.

Ved en Ellipse eller Hyperbel skjeres to faste parallele
Tangenter af en bevegelig Tangent; bevis at Produktet af
de to Stykker, som den afskjmrer af de faste Tangenter, er
konstant og lig med Kvadratet af den med dem parailele
Halvdiameter. '

140.

Gjennem et Braendpunkt i et Keglesnit trekkes en vil-
kaarlig Korde og til dennes Endepunkter Tangenter; find
Stedet for disses Skjmringspunkt.

141.
Paa en vilkaarlig Tangent til en Parabel nedfeldes en

Lodret fra Brandpunktet; find dgt geometriske Sted for den _

Lodrettes Fodpunkt.
) 142.

Hvilket er det geometriske Sted for Fodpunkteme af de
Lodrette fra et Brandpunkt paa Tangenteine til en Ellipse?

i o g
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143.

Find Produktet af de Stykker, som afskjmres paa en
fast Tangent af to vilkaarlige konjugerede Diametre, og vis
at Produktet er lig Kvadratet af den med Tangenten parallele
Halvdiameter.

144.

Fra et Punkt i en Ellipses lille Axe trekkes en Linie
til Brendpunktet og en Normal til Kurven; find Forholdet
mellem de to Liniers Lsengder.

. 145.

Gjennem et vilkaarligt Punkt af et Keglesnit treekkes to
paa hinanden lodrette Korder; bevis at den Korde, der for-
binder disses Endepunkter, skjerer Normalen i et fast Punkt.

) 146.

Bevis at Produktet af Brendpunkternes Afstande fra en

vilkaarlig Tangent er lig Kvadratet af den halve lille Axe.
147, .

En Ellipse og en Hyperbel have de samme Brendpunkter;

bevis at de skjaere hinanden under rette Vinkler.
148.

Fra Centrum i en Ellipse traekkes en Linie til en Tan-
gent; Linien er parallel med en af Braendstraalerne til Rm‘ings-
punktet, hvor lang er den?

149.

Bevis at den Linie, der forbinder Breendpunktet med
Polen til .en vilkaarlig. Linie gjennem Breendpunktet, er lodret
paa denne.

150.

Fra Centrum i en Ellipse feldes en Lodret paa Polaren
til et Punkt, og fra Punktet trekkes til den store Axe en
Linie, der ligeledes er lodret paa Polaren; bevis at Produktet )
af de to Lodrette er lig Kvadratet paa den lille Axe. | /*

/
/
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1

151.

Gjennmem Brandpunktet i et Keglesnit trekkes en vil-
kaarlig Korde; bevis at den harmoniske Mellemproportional
mellem dennes to Stykker er konstant og lig den halve
Parameter.

152.

Bevis at Produktet af Stykkerne af en Korde gjennem

Breendpunktet staar i konstant Forhold til den hele Korde.
153.

Udtryk Lmngden af en Korde gjennem Brndpunktet

ved Hjmlp af Hovedaxen og den med Korden parallele Diameter.
154. ‘

Gjennem Brandpunktet trakkes to Korder, parallele med

to konjugerede Diametre; bevis at deres Sum er konstant.
155. '

Gjennem Brendpunktet trekkes to pas hinanden lodrette
Korder; bevis at Summen af deres reciproke Verdier er konstant.
156.

Til et vilkaarligt Punkt i en Hyperbel treekkes dev to
Breendstraaler, og i den af dem og Axen dannede Trekant
indskrives en Cirkel; bestem det geometriske Sted for dennes
Centrum.

157.

Bevis at Breendpunktets Afstand fra et Punkt i en Hy-
perbel er lig det Stykke, som Ledelinien afskjerer af en Linie,
der er draget gjennem Punktet, parallel med Asymptoten.

158.

Fra et vilkaarligt Punkt M trmkkes Linier gjennem et
Keglesnits Breendpunkter; disse Linier skjere Kurven i Punk-
terne A, B, C og D; bevis at

1 1 1 1
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159.

Til en Parabel treekkes tre Tangenter, den ene til Top-
punktet; bevis at Heiderne i den af dem dannede Trekant
skjeere hverandre i Ledelinien.

160.

Bevis at den samme Trekants omskrevne Cirkel gaar
gjennem Braendpunktet.

161.

En Korde trakkes gjennem et Keglesnits ene Breendpunkt;
bevis at den Linie, der forbinder Skjmringspunktet af Tan-
genterne til dens Endepunkter med Skjmringspunktet af de
tilsvarende Normaler, gaar gjennem det andet Brandpunkt.

162.

Bevis at den Linie, der forbinder et af et Keglesnits
Brandpunkter med to vilkaarlige Tangenters Skjseringspunks,
halverer Vinklen mellem Linierne fra Breendpunktet til Rorings-
punkterne.

163.

Bevis at den Linie, der halvérer Vinklen mellem to Tan-
genter, ogsaa halverer Vinklen mellem de Linier, der forbinde
Tangenternes Skjeringspunkt med Breendpunkterne.

164.

En Cirkel tegnes, soﬁx rorer en Ellipses store Axe i det
-ene Brendpunkt, og som gaar gjennem det ene Endepunkt
af den lille Axe. Hvor stor er Cirklens Diameter, naar
Ellipsens Halvaxer ere a og b?

165.

Til et vilkaarligt Punkt i en Ellipse treekkes de to Braend-
straaler, og i den af dem og Axen dannede Trekant indskrives
en Cirkel med Radius », medens den omskrevne Cirkel har
Radius E, og f og f, ere de to Brmendstraaler. Bestem
Forholdet Rr : ff,.

X
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166.

Fra Endepunkterne af en Korde gjennem en Ellipses ene
Brendpunkt trwekkes Linier til Ledeliniens Skjweringspunkt
med Axen; bevis at Axen halverer Vinklen mellem disse Linier.

167.

Fra Endepunkterne af en Diameter i en Ellipse drages
Linier til et vilkaarligt Punkt i Kurven; bevis at de to Punkter,
hvori disse Linier skjmre den conjugerede Diameter, ere har-
monisk forbundne med dennes Endepunkter.

168.

Gjennem te vilkaarlige Punkter P og P, drages to pa-
Rallele Linier, der skjere et givet Keglesnit henholdsvis i
Punkterne R, ) og R,, Q,. Bevis at Forholdet

PR . PQ
P,R,.P,Q,
er uathengigt af Parallelernes Retning.
169.

Bevis at i ethvert Keglesnit er Breendstraalen til et Punks
lig det Stykke, som afskjeres pas Punktets Ordinat mellem
Axen og den Tangent, der rorer Kurven i Endepunktet af
Ordinaten gjennem Braendpunktet.

170.

Paa Korderne gjennem en Ellipses ene Breendpunkt af-
swttes ud fra dette Punkt den harmoniske Mellemproportional
mellem Kordens to Stykker; hvilken Kurve bestemmes derved?

171.

Afstanden fra en Ellipses Centrum til en Tangent multi-
pliceres med den med Tangenten parallele Halvdiameter; find
Produktet.

172.
Find Ligningen for en ligesidet Hyperbel, naar Asymp-

toterne tages til Koordinataxer.

@_w
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173.
Bevis at naar en Trekants Vinkelspidser falde paa en
Ligesidet Hyperbel, falder Hoidernes Skjeringspunkt ogsaa i

Kurven.

174,
Naar Langderne af to paa hinanden lodrette Tangenter
til en Parabel ere b og ¢, hver stor er da Parametren ?
175.
Forskjellige Parabler have samme Toppunkt og Axe; fra

* et fast Punkt i denne treekkes Normaler til dem; find det

geometriske Sted for Normalernes Endepunkter.
176.
En Tangent til en Ellipse danner Vinklen ¢ med den
store Axe; find Produktet af denme Axes Endepunkters Af-

stande fra Tangenten.
177.

Til et Punkt i et Keglesnit trakkes Normalen og en
Breendstraale; bevis at Normalens Projektion paa Braendstraalen

er lig den halve Parameter,
' 178.

Bevis at Normal og Brandstraale staa i samme Relation
som Ordinat og Abscisse, naar Toppunktet er Begyndelses-
punkt, Axen Abscisseaxe.

179. .
Find Forholdet mellem de Stykker af Normalen til en

Ellipse, der afskjmres henholdsvis af den store og af den
Llle Axe.
180. ,

Fra Briendpunkterne i en Ellipse feldes Lodrette paa en
Tangent, og hvert af Fodpunkterne forbindes med det andet
Brendpunkt; bevis at Forbindelseslinierne skjeere hinanden paa

Normalen til Reringspunktet, og find det geometriske Sted
for Skjwringspunktet,

X
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181.

Naar to faste Punkter paa en Hyperbel forbindes med
et vilkaarligt Punkt paa Kurven, vil Lengden af det Stykke,
som Forbindelseslinierne afskjere af en af Asymptoterne,
vaere konstant,

182.

Hvor stort er det Stykke, som Polarerne til to Punkter

med Hensyn til en Parabel afskjere paa denmes Axe?
183.

Bevis at Forholdet mellem de Stykker, som to hvilke-
somhelst Tangenter til en Parabel afskjmre paa to faste
Tangenter, er konstant.

184.

I en Elipse treekkes to vilkaarlige Halvdiametre OA og
OB; Tangenten til A skjerer OBib, Tangenten til B skjeerer
OA i a; bevis at N\ 0Ab = & OBa.

185.

Naar en Linie, parallel med Axen i en Parabel, skjmrer
to Tangenter og Reringskorden, saa er Stykket fra Kurven
til den sidste Linie Mellemproportional mellem Stykkerne fra
Kurven til Tangenterne.

186.

Fra et vilkaarligh Puokt i en Hyperbel tramkkes Linjer,
parallele med Asymptoterne; disse Linier skjere en vilkaarlig
Halvdiameter OA i Punkterne B og (; bevis at OA er
Mellemproportional mellem OB. og OC.

187.

Bevis at det Stykke, som to faste Tangenter til en Pa-
rabel afskjmre paa en vilkasrlig Tangent, ses fra Brend-
punktet under en konstant Vinkel.

188.
~; TFra Toppunktet af en Ellipse trkkes en Linie til et
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vilkaarligt Punkt i Kurven; find det geometriske Sted for
Skjeeringspuntet af en med denne parallel Linie gjennem Cen-
trum og Tangenten til Punktet,

189.

Bevis at den Trekant, som dannes af to Halvdiametre j
en Ellipse og Korden mellem deres Endepunkter er ligestor
med den, der fremkommer, naar man ombytter Diametrene med
deres konjugerede.

190.

Bevis at enhver Korde ! en Hyperbel halverer det Stykke
af en af Asymptoterne, der afskjeres mellem Tangenterne til
Kordens Endepunkter.

191.

Indenfor Periferien af en given Cirkel gives et fast Punkt.
Find det geometriske Sted for Brendpunkterne i de Ellipser,
der gaa gjennem dette Punkt og til Hovedaxer have Dia-
metre i Cirklen. '

192.
Find det geometriske Sted fqr R‘S@pﬁhggpunktet af en

Linie gjennem et Braendpunkﬁ Jodret Paa en %ﬁi@ og Kordens
Diameter. =
1ame : ‘»*411,;/ ,-l.)
2980 TR h
Bevis at en Ha.lvdlameter i en Ellipse 'éller Hyperbel /)/
er Mellemproportional mellem de’ @Lmler s 51&' fn'rbmde Breend-
e

punkterne med Endepunktet af den konyrg'erede Diameter.

194.
Find det geometriske Sted for Toppunktet af en Parabel,
der har fast Brandpunkt og gaar gjennem et fast Punkt.
195.
To kongruente Ellipser ligge med Axerne i hinandens

Forlaeugelse og have det ene Toppunkt fwmlles; at finde det geo-
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metriske Sted for Breendpunkterne, naar den ene Ellipse ruller
op ad den anden.
196.

1 en Ellipses Plan at bestemme en saadan Cirkel, at
Leengden af en Tangent, trukket fra et vilkaarligt Punkt af
Ellipsen til Cirklen, er en rational, hel Funktion af ferste Grad
af Punktets Koordinater; bevis at Summen af Tangenterne
fra et Punkt i Ellipsen til to saadanne Cirkler, der ligge helt
inde i Ellipsen, er konstant. \J/ .2// Vé//mf /é
ﬁ 197,

M og M, ere to Punkter i en Parabel, A Skjaerings-
punktet for Tangenterne til disse Punkter og F Brzendpunktet;
bevis at AM®: MF = AM,*: M, F.

‘ 198.

Man konstruerer et Parallelogram, hvis ene Diagonal er
Korde i en Hyperbel, medens Siderne ere parallele med A-
symptoterne; bevis at den anden Diagonal gaar gjennem Centrum.

199.

Bevis at Vinkler, hvis Toppunkter ere diametralt modsatte
Punkter af en ligesidet Hyperbel, og hvis Ben gaa gjennem
de samme to Punkter af Hyperblen, ere ligestore.

200.

Bevis at de Trekanter, hvis ene Vinkelspids er Breend-
punktet i en Ellipse, medens de andre ere de Punkter, hvori
to faste Tangenter skjeres af Cirkler, rorende Ellipsen og med

Centrum i den lille Axe, ere ligedannede.
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Konstraktionsopgaver vedrorende Keglesnitslinierne.

201.

At konstruere en Parabel af to Punkter og Ledelinien. <
202.

At konstruere en Parabel af to Punkter og Brzndpunktet. 1%
203.

At konstruere en Parabel af to Tangenter og Braendpunktet. X

' 204. ,

At konstruere en Parabel af to Té.ngent,er og Ledelinien. -~
205. ’

At konstruere en Parabel af en Tangent, et Punkt og Ve

Brandpunktet. /

206.

At konstrﬁere en Parabel af en Tangent. et Punkt og
Ledelinien.
' 207.

At finde Skjmringspunkterne for en ret Linie og en ¢
Parabel.

208.

At konstruere en Parabel af en Tangent, dens Rerings-

punkt og Brandpunktet.

209.

At konstruere en Parabel aff fire Tangenter.
210.

I en Parabel at indskrive en Cirkel med given Radius.
211.

At trekke en fwmlles Tangent til to Parabler, hvis Axer
ere parallele,
212,

At finde Skjmringspunkterne for to Parabler med famlles

¥
Brendpunkt, !
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213.
At trekke en fmlles Tangent til en Parabel og en.Cirkel,
hvis Centrum ligger i Parablens Axe. ‘
214.
At konstruere en Parabel af en Tangent, dens Rorings-
punkt og Toppunktet.
215.
I en given Parabel at treekke en Korde, lig og parallel
med en given Linie.
216.
At Konstruere en Ellipse af den store Axes Endepunkter
og et Punkt. :
217.
At konstruere en Ellipse af den store Axes Endepunkter
og en Tangent.

218.
¢ At konstruere en Keglesnitslinie af et Brendpunkt og
" tre Tangenter.

219.

At trekke de fwmlles Tangenter til to Ellipser, der have
et felles Brandpunkt.

220.
b At bestemme Skjmringspunkterne for en ret Linie og en
Ellipse eller Hyperbel.
221.

At bestemme sas mange Punkter, som man pnsker, af
en Hyperbel, naar man kjender Asymptoterne og et Punkt.
222.

At konstruere en Keglesnitslinie af to Tangenter, et

Pupkt og et Brsendpunkt.
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223,

At konstruere en Keglesnitslinie af et Brendpunkt og
tre Punkter.

224.

At bestemme Skjeringspunkterne for to Ellipser, der °
have et Brendpunkt famlles.

225.

Givet tre Parabler med falles Brzaendpunkt; konstruer en
Ellipse med samme Bresendpunkt og som rerer de tre Parabler.

' 226. .
Til et givet Keglesnit at trekke Tangentei:, parallele
med en given Linie, og bestemme Reningspunkterne.
2217.
At konstruere en Hyperbel af Asymptoterne og en Tangent.
228,

At konstruere en Hyperbel af en Asymptote og tre
Punkter.

229.

I en Ellipse er g'i'veﬁ Endepunkterne af den store Axe
og af en vilkaarlig Diameter; at bestemme Endepunkterne af
den konjugerede Diameter.

230.

Fra et givet Punkt i en Eliipses lile Axe at trekke
Normaler til Kurven.

231.

At konstruere en Keglesnitslinie af et Breendpunkt, en
Tangent og to Punkter.

-
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'Lesninger g veiledende Bemarkninger.

A~

V11.

5172, 6 og V/26.
y+x+4+7=0.

1

3; 5; tgv = — §.
3z = 2y.

10, 35

Ea ¥

Linierne ere parallele.

x

g+%=L

G 5 6. Ds G P

Br =11 (y—1); 5(@—8) =2(y —1); b(x—6) 4
Ty —1)=0.

Skjmringspunktet er (5%, §).

4x -+ y = 0; Ligningen erhoides lettest, ved at multi-
plicere den anden Ligning med 2 og trekke den fra
den forste. 4

Ret.

bx = ay.

r=8; x=58y—1); x+y="T.

Legges Begyndelsespunktet i den eme Vinkelspids og

Abscisseaxen paa den ene Side, kunne de 4 Vinkelspidser

22.

24.
26.
27.

28.

33

udtrykkes ved .(0, 0); (a» b); (& 0); (@ -+, b); det
a+ ¢ _b_)

2 ,2/)
e+ {3y — 1 == 0; Afstanden til Punktet er da
514 3%.2 —1 = 1§, medens Afstanden til Begyn-

frlles Midtpunkt for Diagonalerne er da (

delsespunktet er —~— 1.
5; 14V26; 3V2; 15.

i(ab, — a, b).

tg. v = F5.
Naar Afstandene fra enhver af Siderne regnes positive til
den Side, hvor Trekanten ligger, blive de, naar Punktets
Koordinater ere & og ¥
—y+2V3 —y—z\83+4a)3

¥ 2 i BCE '
Tag D il Begyndelsespunkt og AC til Abscisseaxe;
Vinkelspidserne kunne da udtrykkes ved (— a, 0), (a4,b4)
(a,bo); den vilkaarlige Linie gjennem D) faar Ligningen
y == ax. Abscisserne til Skjwmringspunkterne blive da

—-b,a

. 14
by —a(a, +a)’

"b,—ala; —a

0

b
og ;‘» ; betegnes

. 2, — &
de ved ,, X, T3 og x,, eftervises at —L— 2 —
) : Ty — Ty

X, — X .

— =8 "% Naar man skal eftervise, at fire Punkter
2, —

ligge harmonisk, er det ofte lettere at eftervise,  at det

gjelder om de fire Punkter, hvis Abscisser ere de reci-

_proke Verdier; den ovenstasende Ligning kan nemlig

skrives om til

11 11
CTE T, T
11 11
z, =, RN
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31.
32.

33.

36.

37.

38.
39.
10.

42.

34
Denne Satning giver en elegant Lasning af den bekjendte

Opgave: At konstruere et Kvadrat, naar man kjender et
Punkt i hver af Siderne.

Tag Grundlinie og Hoide til Axer, og lad ¢ vamre Ordi-
naten til A, m Abscissen til C; man faar da

DC = qeot 60° 4 m; DB = qeot 60° — m; DA —
q cosec 60°,

De skjere hverandre i eet Punkt.

Den Linie, der halverer Vinklen mellem de to Linier;
dersom gsidste Led i « og § have ens Fortegn, er det
den Vinkel, hvori Begyndelsespunktet ligger.

Benyt 32 og 31.

Ligningerne for Siderne tages under Formen
zeose+ysine+ p=0; weose, +ysine, + p, = 0;
de fire Punkters Abscisser blive da

P, P—pPy Py . Pt

£, : ; ; .
cos o €O8 @ — €08 ¢t €08 o cos - cos o

En ret Linie, parallel med den givne.

En ret Linje, lodret paa de givne Punkters Forbindelses-
linie.

En rvet Linie gjennem de to givne Liniers Skjerings-
punkt.

Et System af to rette Linier gjennem Begyndelsespunktet.

(y — ax) (y - zl;m) =0 eller y* -}- axy — x® = 0.

Tages den faste Side til Abscisseaxe og dems ene Ende-
punkt til Begyndelsespunkt, har man, idet den faste Sides
Leengde er a, den givne Sum k, og Siderne yogf
y+pf=1 y¥*—a® = f — (a—2x)°
Elimination af g giver den segte Ligning
2ky — 2ax = k* — a?.
Er Ligningen for en af de faste rette Linier 2 cos o,

14.

45.

" 46.

47.
48.
419.

50.

51.

52.
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4y sin g, + p, = 0, dens Laengde a,, Summen af Are-
alerne A, bliver den segte Ligning
Za, (% cos o, - y sin e, + p,) = 24,
som er Ligningen for en ret Linie.
En ret Linie gjennem Midtpunkterne af Hoide og Grundlinie.
En ret Linie gjennem Trekantens Toppunkt og gjennem
Centrum for den omskrevne Cirkel.
Det geometriske Sted er en ret Linie, som i det specielle
Tilfeelde falder sammen med Trekantens ene Median.
Tages A til Begyndelsespunkt, AB til Abscisseaxe, og
smttes tgA — a3 tgB = —f; SB = m. AT, bliver
Ligningen
(m— 1)y + (¢ — mf) & = ee.
Parallelogrammets Diagonal.
En ret Linie gjennem de givne Liniers Skjeringspunkt.
En ret Lipie gjennem Midtpunktet af den faste rette
Linie, og som med den danner en Vinkel, hvis #g. er
lsina
leose+ a
lelerne og den faste Linie, og & Vinklen mellem dem.
Lad Grundlinien ¢ veere Abscisseaxe, dens ene Endepunkt
Begyndelsespunkt, A og B have Koordinaterne (a,h) og
(b, k) og DB = m . AC; Ligningen er da
(m -+ 1) he = y (ma + b — ¢) + ch.
En ret Linie, der af begge Vinklens Ben afskjere Stykker,
lig den halve givne Sum.
Swttes OA = p, OA, = p,, OB = ¢, OB, = q,, blive
Ligningerne

, hvor 1 og a ere de halve Leengder af Paral-

Y42+ 2 =tip+a=r+0
g P 7, 7

hvoraf 4% _p4 PY __g—0
9—yY p—z
ax



53.

54.

55.

58.

59.

60.
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eller (g -+ py — pg) (——“1 R ):50.
9—y p—

Foruden den egentlige Lesning @ + y ==p -+ ¢ faa wi

altsaa som Bilosning selve Linien, der afskjsrer Stykkerne

p og g af Axerne: dette hidrerer fra, at de to Linier,

hvis Skjeering vi sege, falde sammen i denne Stilling, og

altsaa kunne siges at faa ethvert Punkt i denne Linie

foelles.

ar+by+c+ ka2 4+ b6y +¢;) =0,

hvor de forskjellige Stillinger af Linien svare til de for-

skjellige Vardier af k.

De gaa gjennem Skjsringspunktet af Linierne
y=3xogy - 2 = 1.

Smttes den givie Sum lig ,1‘, og tegner man en Rhombe

med Siden %k, hvis to Sider falde paa Vinklens Ben,

bliver dens modstaaende Vinkelspids det faste Punkt.

Losningen bliver simplest, naar man anvender skjevvink-

lede Koordinater.

Et System af to paa hinanden lodrette Linier gjennem

Begyndelsespunktet.

Fzldes Vinkelspidsernes Ordinater, faar man to Systemer

af Trapezer med Vinkelspidserne henholdsvis paa den

overste og unederste Del af Polygonen: Summen af de

forste minus Summen af de sidste giver Polygonens Areal.

Skjeringspunktet for Linierne. x = y og ay + bx = e¢.

e

61.
62.
63.
64.
65.

66.
67.
68.

69.
70.

71.

72.

73.
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Cirklen.

Ves o
3 2 2
(x— 1 + (y— 2)¢ = b°
z4y=1
(7.4) og (8.1).
Linien rorer Cirklen i Punktet (5¢, b ¢).
224+ y*—2a(@+y + o =0
3.
ar — by = c¢; faas ved at subtrahere den ene Ligning
fra den anden.
x4 y? =+ 4 V2 @+ ).
S+ kS, = 0, hvor de forskjellige Cirkler svare til de
forskjellige Verdier af k.
(¢, — ¢) (x? +y?) + (ae, —a,0) =
4 (be, — b,0) y = 0.
Multipliceres den anden Ligning med k og adderes til
den farste, erholdes den folles Ligning for Cirklerne
gjennem de to Cirklers Skjeringspunkter

A+ k) (x2 + y?) — 2kx — 4 = O.
Multipliceres den tredie Ligning med (1 + k) og subtra- -
heres fra denne, faas Ligningen for Falleskorden

(14 k) (y + 2) = 2kx 4- 4.
Da denne Linie skal gaa gjennem Begyndelsespunktet,
maa man have k == 1, hvorved den segte Ligning bliver
2% -+ y? =+ 2.
Lad Ligningerne for de fire Cirkler veere
22 +y? taxr+by+c=0;

22yt tax+byte =0;

22+ y? + agx + boy + ¢y = 0;

2t} y® - azx +byy ey =0,



74.

75.

76.

77.
78.

79.
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Ligningen for en Cirkel gjennem Sk,]aermgspunkteme af
de to forste er
A+ k) @ +y?) + (@ + ka,)
+G+kb)y+ e+t ke, =0,
og for en Cirkel gjennem Skjeeringspunkterne for de to
sidste (14 k) (22 + %)+ (a, + ka5 @
+ by + kb)) y+ ey + ke, =0.

Disse Cirkler falde sammen, naar

atka, _ a,+kjay, b+ kb, _ b, +k, bs.
1tk 15k, 1+k T
ctkey, _ cg+kiey
1+k 1+k,

Elimineres k og %k, mellem disse Ligninger, erholdes den
sogte Betingelsesligning, |
Ere Ligningerne for de tre Cirkler
8S=0; 8§ =0; 8, =0,

blive Ligningerne for Radikalaxerne .

8—8; =08, —8,=0; §, —8=0.
Da Addition af disse Ligninger giver en Identitet, skjsere
Linierne hverandre i eet Punkt. (jvfr. 31).
Naar (x, y) er fast, gjennemlober (£, z) en ret Linie,
og naar (§, 5) er fast, gjennemlober (x, y) en Cirkel.
ar, + by, = rtogx,* 4 y,* =re, Ligningerne ud-
trykke at Reringspunkterne ere Skjeringspunkter for
Cirklen og den rette Linie az; —+ by, == r2; denne rette
Linie er altsaa Linien gjennem Reringspunkterne eller
Polaren for (a, b). '
4z + by = 9.
Naar Polaren for Punktet (x, y) indeholder Punktet (a, b),
gjelder Ligningen a2 - by == r?, der udtrykker, at det
geometriske Sted for (%, y) er en ret Linie.
Naar Punkterne ere (g, ) og (a,, b,), bliver Betin-

-

iy e

81.

82.

83.

85.

86.

87.
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gelsesligningen i begge Tilfelde aa, + bb, = r®.
Lad Ligningen for den forste Cirkel vmre

2t 4yt +ar4by+e=0
og for den anden

z®*+y,*+ax, + by +ec, =0
Radikalaxens Ligning er da
24yt tax+byte, — @4yt ax
4 by 4+ ¢) = 0.

Afstanden fra (i, y) til denne er

2t +y* 4+ a2 4 by 4o

Via, —a)® + (b — b)*
hvor Telleren er lig Tangentens Kvadrat.

)

En Cirkel gjennem Liniens Endepunkter, og hvis Radius
§1~. ‘hvor a er den givne Linie, og v den givoe
sin
Vinkel. ‘
En Cirkel, som deler Afstanden mellem de to Punkter
harmonisk i det givne Forhold.
En Cirkel gjennem det givne Punkt med Centrum i en

Linie fra det givne Punkt lodret paa den givne Linie og
)

med Diametren a—», hvor a? er det givne Produkt, og p

Perpendikulmren.

To Cirkler, hvis Diametre ere de to faste Radier.

En Cirkel, der rerer bégge Trekantens Ben i de Punkter,

hvor- de skjeere Grundlinien.

En Cirkel med Centrum i Vinkelspidsen og hvis Radius

er | : sin v, ‘hvor 1 er den konstante Leaengde og v den

givne Vinkel. ,?,('P)
En Cirkel med Centrum i de givne Punkters Midtpunkt,
\/fs_'r:—”;?w,' hvor a er Afstanden
mellem de givne Punkter, og 8® den givpbe Sum.

og hvis Radius er }



88.

89.

90.

91.

92.
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Diametren. lodret paa den givne Retning. Ved denne og
mange lignende Opgaver, hvor man skal benytte, begge
Rodderne i en anden Grads Ligning, undgaar man at lase
denne, ved at benytte de bekjendte Relationer mellem
Rodderne og Koefficienterne.
En Cirkel, hvis Diamete.x' er den Linie, der forbinder det
givne Punkt med Centrum, Se Bemerkningen til den
foregaaende Opgave.
Tages Centrum til Begyndelsespunkt, og er det givne
Punkt (x,, y,). har man, da Medianen j en retvinklet
Trekant er lig den halve Hypotenuse,
(x—2) 4 (y~y,)2 =k oga?+ y* I+ k2 = re,
hvor k er den halve Korde, Ved Elimination af k2 faas
den éagte Lig{u’ng

(= 2)? + (y — 9,)? + 22 g2 = 2.
Perpendikulmren er Mellemproportional mellem Hypote-
nusens Stykker, eller dens Kvadrat lig Potensen af Punktet
(%, y) med Hensyn til den givne Cirkel (Potensen regnet
positiv} altsaa

@~ 2)t + (y—y,)? =

saa at Stedet er det samme som i forrige Opgave.

% — y‘l,

Tages Diametren til Abscisseaxe, dens Endepunkt til Be-
gyndelsespunkt, bliver Cirklens Ligning
x4+ y? = 2ra,

- og Ligningen for Linien gjénnem det givne Punkt (a, o)

= @ (T — a) eller ga = ax — y.
Multipliceres denne Ligning med den forste, faas

aa (2% 4- y?) = 2rr (awx — ).
Denne Ligning er homogen af anden Grad, og svarer
derfor til et System af to rette Linier gjennem Begyn-
delsespunktet; da Ligningen er dannet af Ligningerne

for Korden og Cirklen, maa den derved bestemte Kurve

ST e g

S

. denne Ligning.

o

95.

97.
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gaa gjennem disses Skjaringspunkter, saa at man netop
har Systemet af de to Forbindelseslinier udtrykt ved
Skjeringspunkterne med den lodrette
Linie & == 2r faa Ordinaterne bestemte ved

y% -+ Ar% g 8% o,
aa

a

8r3
hyor Produktet af Redderne 4% — —; er det segte

konstante Produkt.

Naar Forholdet mellem Tangenterne er k, bliver Forholdet
mellem Punktets Potenser med Hensyn til de to Cirkler
k?®. Ere Ligningerne for de to Citkler S == Qog 8§, = 0,
bliver altsaa den segte Ligning 8§, == k28, som er Lig-

ningen for en Cirkel gjennem de givne Cirklers Skja-

ringspunkter.
2, —r—aoar,, b,r——_‘bri; a,r+ar,
r—r, r—nr, r-r,
_byr 4 br,
o == 1
R

Disse Veardier vise, at Lighedspunkterne dele Centerlinien

harmonisk i Radiernes Forhold. ' '

Lad Girklen veere 2% -+ y* = r2, Polaren for det faste

Punkt (0, b) er by = r*; dens Skjwring med Linien
B2 — p2

¢ == a® -+ b har Abscissen & =—= — — Betingel-

2
sen for at Punkterne ligge harmonisk kan skrives g ==

1 .
xl— -+ —, hvor Abscisserne til Skjeeringspunkterne med
1 %

1\e2
Cirklen 2, og @, bestemmes ved Ligningen (—"-I}-) -+

2¢b 1 1 1 20b
e =0, — e — |
B iy -+ 0 hvora,fw‘ z 5E e

% 4 y? — 92 — by 414 = 0.



98( 95‘_‘, bf%)_

99. Er Cirklens Ligning 2% + y? = r?, Polarens y == b,

100.
101.

102.

104.
105.
106.

altsaa Tangenternes x \/r? — b% 4~ yb = r? og

~x V/r? — b® + yb = 22, blive Afstandene fra (x,y) til

ybh—1r® 2 yr2 — b”ogyb—r“—x\/r“—b"
r r

disse

medens Afstanden til Polaren er y — b. '
Se 95.
Lad Lxg'nmgeme for to af Cirklerne g;)ennem de faste

Punkter veere 8 = 0 og 8, = 0; Ligningen for en
hvilkensomhelst anden af disse Cirkler er da 8§ + K&S,
= 0. Radikalaxen for denne og den faste Cirkel (S, = 0)
er. idet Koefficienterne til % og y® i 8 og §,, ere 1,
S+ K8, — (1 + K)8, = 0 eller
8—~8,+K (8, —8,)=0,
som gaaer gjennem Skjseringspunktet for de to Linier
8 —8,=00g 8 —8,=0."
Betegnes Abscisserne til de fire Skjeeringspunkter ved
Ty, Ty, Xy OF T4, skal man bevise at T, — X, = T, — 2,
eller at x, + x, = ®, + 2,. Dette folger af at
Koefficienterne til 2 i de to anden Grads Ligninger, der
besterime Skjeringspunkternes Abscisser, blive lige store.

x? 4 y* = 65.
Punktet O.
Lad den segte Cirkel have Centrum (zx, y), Radius R,

de givne Centrerne (2, y,), (%5, y,) og Radierne r,
og #4: man har da, idet (%, y) bestemumes ved to Linier,
lodrette paa Diametre i de faste Cirkler,
RY = (o —2,)% + (y —y,) + 7, %
Y (@ = 2,)? o (y — 9a)? e

107.

108.

109.
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Elimineres R?, faar man det sogte Sted, som er en ret
Linie, lodret paa Centerlinien.
Tages den givne Korde til Abscisseaxe og O til Begyn-
delsespunkt, bliver Ligningen for Cirklen

22+ y? +ay+ 6=0,
medens Ligningen for de to Korder gjennem O er

22 + cxy + dy? = 0.
Multipliceres den sidste Ligning med k og adderes til
den ferste, faar man -
2 (L+k+y*(Q+kdy+ckry+ay+ b =
der er en fmlles Ligning for de Kurver af 2den Grad,
der gaa gjennem de fire Skjeringspunkter, og som for
en speciel Veerdi af k, der ikke behever at soges, svarer
til de to segte rette Linier. Skjeringen med Abscisse-
axen bestemmes ved Ligni-ngen

»(A+k+b=0,
der viéer,. at de to segte Skjeringspunkter faa Abscisser,
der ere ligestore med modsatte Tegn.
Tag den ene Side til Abscisseaxe og dens Midtpunkt il
Begyndelsespunks.
Skjeringspunkterne seges kun for den Side, der er taget
til Abscisseaxe, og findes at vwere Sidens Midtpunkt og
Hoidefodpunktet, Cirklen, der er bekjendt under Nawn
af Nipunktscirklen, halverer tillige de Stykker af Hoiderne,
der ende i Trekantens Vinkelspidser.

110. Seg Afstanden mellem Centrerne; Cirklen rorer tillige alle

Reringscirklerne for de Trekanter, der dannes hver af en

Side og Heiderne paa de to andre.
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112.

113.

114.

115.

116.
117.
118.

119.

120.
121.
122.
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Keglesnitslinierne,

En Ellipse med Halvaxerne @ og 6, altsaa en Cirkel naar

@ = b. Ligningen erholdes lettest ved at kvadrere og

addere de to Ligninger L — cos v; % == gin p.
a

Ligningeme ere ax? -+ by® = ¢, og ax? -+ by® = d;
indssettes y == a -}~ q, bliver Koefficienten til r ens i
de to Ligninger, saa at Redderne have samme Sum; heraf
folger Swmtningen. .

Bevises som 112, idet begge Asymptoter indbefattes i een
Ligning.

Danner den ene Halvdiameter med Abscisseaxen Vinklen v,
den anden altsaa 90° -+~ v, har man med alm. Betegnelser:
2, = d,cosv; y, = d, sihv; ®, = d, sinv;
y == d, cos v; indsmt disse Veerdier i Ellipsens Ligning,
divider henholdsvis med d,% og d,? og adder.
Keglesnittets Ligning er y? == px 4 qx%, medens Systemet
af de to Korder har Ligningen y? = quy -+ x?; gjennem
de to Kurvers Skjeeringspunkter gaaer p +4- gt = ay + T,
der skjoerer y == 0 i et fast Punkt.

En Ellipse.

Arealet bliver /2 ab.

En Ellipse eller Hyperbel med Grundlinien til Hovedaxe.
En Ellipse, som faas ved at multiplicere (se Forf. Me-
thoder og Theorier til Lesning af geometriske Konstruk-
tionsopgaver) den givme Ellipse med !/3 med Hensyn til
Centrum.

Yo =2 o+ dy =

Den oprindelige Ellipse.

13

2 ) ’
Lad EHipsens Ligning veere ,.’E.;_- 4 Y1 1, det faste
a v

b2

124. %

45

Punkt (m, n); Polarens Ligning er, idet (x,y) er Polen
og X, Y dens lobende Koordinater, :

Xz + Yy _4
a? b2
Da denne skal indeholde (m, n), har man
me , ny __ 1,
a® 0%
der viser, at det seg'te geomebriske Sted er en ret Linie.

z Y. — )
1 + bl"" 1 og b2‘2

(w, y) det beskrivende Punkt; Polaren for dette med Hen-

1 ere de to Kurver,

syn til Ellipsen er

Denne Ligning skal vewere identisk med Ligningen for

125.
126. -
127.

128.

132.

Tangenten til Hyperblen
Xzg  Yyo g,

“a® be
hvoraf folger x, == 2; y, = — ¥,
som indsat i Hyperblens Ligning giver
x? g -1
a’ be

saa at Hyperblen selv er det segte g'eometriske Sted.
Arealet bliver for enhver Stilling af Tangenten ab.

a

b

&) En Cirkel. b) En ret Linie. c¢) Ko ret Linie. d)
En Parabel.

En Cirkel, hvis Centrum falder i Ellipsens, og hvis Radius
er Vg | pe.

Ere Diameternes Endepunkter (s, y,) og (r, y.)
har man

Y1 Yo -—29 eller = 2:‘ r,2x,%; indsmttes
x, x, a® Yi® v et Tt TR
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heri Udtrykkene for y,? og y,2, faar man x,? 2,2

= a?, hvoraf atter ¥,2+ y,? = b2, Addition af disse

to Ligninger giver det sogte Resultat.
\2Y
]33-T= —4-; \/ ,8124,Sn=-—4
134. b2.
135. Arealet A er (se 24) Yo (2, y,
= Y4 (2,%y,? +y,22,° — 22, &, y, y,), men af

."/13/!z.=.___._b_fa,a,saQ b:c:c—O Kva-
T, Ty a® Ys y°+ ? ™

— ¥y, &,) altsaa A?

dreres denne Ligning, og bortskaffes ved HJaelp af Re-
sultatet x, », y, y, af Udtrykket for A2, faar man let,
ved at benytte Ellipsens Ligning, 4 = } ab.

136. En ligésidet Hyperbel, hvis Asymptoter halvere Vinklerne
mellem de givne Linier; Ligningen faaser den simpleste
Form, naar disse Halveringslinier tages til Koordinataxer.

138. Skjeringspunktet for Normalerne til (x,,y,) og (zgs y4)
bestemmes ved
w__t%jL(z/l +¥2)— Yy, Yo 2y,9, (.'/01 +y,),

p?

A
medens 4 y, ¥, = p? er Betingelsen for at de ere lod-

jY == —

rette paa hinandenT Elimineres -y, Yo OF Y, 4y, fear
man den spgte Ligning

y? =%lw—%p),

som er en Parabel, hvis Toppunkt har Abscxssen 3 p.
140. Ledelinien.
141. Man faar med de swmdvanlige Betegnelser
x (y* + (x— 2)2) =0,
0 og y* +(w—-1”)“—-0
Den sidste Ligning tilfredsstilles kun af Koordma.terne til
Braendpunktet ;

-~

der deler sig i x =—

med til det geometriske Sted kommer af, at der gaar

at man faar dette Punkt som herende
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en imaginer Tangent gjennem Brendpunktet, som altsaa
selv bliver Fodpunkt for den Lodrette.
142, Den Cirkel, hvis Diameter er Ellipsens store Axe. Brwend-

punktet faas ogsaa her med som isoleret Punkt,

144. e.
145. Swtningen bevises lettest som 115, der er et specielt

Tilfelde af den; man veelger da Tangenten og Normalen
til det givne Punkt til Axer, hvorved Ligningen let ses
at faa Formen
Az? 4 Bry+ Cyt+ Dy =0.
Denne Kurve skjmres nemlig af y == 0 i to sammenfal-
dende Punkter og gaar gjennem Begyndelsespunktet.
147. Ligning.erne for Ellipsen og Hyperblen ere henholdsvis

w‘ﬁ+y =1 og"__.-——y_m-—:

og Betingelsen for at de i Skjeringspunktet (2, y) staa

lodret paa hinanden

22 y?
7, ¢ pip e’
a*a, b2bh,

men dennie Ligning erholder man netop, naar man sub-
traherer Kurvernes Ligninger og anvender Lig'ningen
a® — b* = @, b,% der udtrykker, at de ere
confocale. '
148. Den halve store Axe.
150. Er PunktetA(m, n), blive de to Lodrette
a® b V6T mT ¥ atn?

Vot m? + at n? o8 . al -

151, For at indfere Kordens Stykker i Regningen, smtte vi

r=rcosv - ae; y=rsinv,

hvorved vi til Bestemmelse af 7 faa Ligningen:

cos 2y , sin2v 2recosv )
TQ( L )i e 1=0

Lu

- ?(al
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Betegnes Redderne i denne Ligning ved r, og #,; ud-
trykkes den segte harmoniske Mellemproportional ved
27,7y
ro—ry
denne Brek haves strax, og Nwmvneren faas let, naar

, idet r, og r, faa modsatte Tegn. Telleren i

Ligningen loses.
152. Opgaven er i det Vwmsentlige den samme som 151.

242
153. Kordens Lngde er i , hvor d er Halvdiametren.
a

154. Se 1563 og 132,

155. Se 153 og 114,

156. Siderne i Trekanten ere ex <4 a, ex — a og 2ae; den
indskrevne Cirkel deler som bekjendt Siderne i Stykker,
der med de sadvanlige Betegnelser udirykkes ved s — a,
s—bogs -c. Siden 2ae deles altsaa ved Rorings-
punktet i Stykkerne ae - a og ae — @, hvilket viser
at det spgte geometriske Sted er de to Tangenter til
Hyperblens Toppunkter.

158. Seettes & = r cos v+ &, y = rsin v + y,, hvor (2,,y,)
er Punktet M, har man ved Ellipsen til Bestemmelse af
MA og MB en Ligning af Formen Ar2 -+ 2Br 4 C = 0.
Betegnes Redderne ved ”;1’ ry eller. r,, r,. eftersom
Linien gaar gjennem det ene eller det andet Breendpunkt,

gjelder det om at bevise, at

Pg—7 Ty =T
2 = .3 - 4 eller at B2 — AC er ens for de
R T3 Ty

cos®yp
to Linier, men dette ‘Udtryk reduceres, idet A == ——-
a
sin?v - ®,cosv | y,sinv, Yy
: B-———-——+ ! O—— -2l 1
T3 b a? b2 a? - b

Yy ;
tg. v = —==— til —.
7 z, + ae’ T

159. Denne og den folgende Smtning gjzlder .ogsa,a, for tre
vilkaarlige Tangenter.
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161. Da Korden gaar ' gjennem Breendpunktet, ligger Tangen-
ternes Skjeringspunkt paa Ledelinien og faar Koordi-

naterne e og f. Kordens Ligning er da ae -+ %1% =1,
e -

og dens Endepunkters Koordinater (x,, y,) og (2ys yq)

pestemmes ved to anden Grads Ligninger, der give

ate? (b — g% o —bt
T = pr g geg Vi T TR oy

Seges Normalernes Skjeringspunkt (&, #), udtrykt i Al-
mindelighed ved Tangenternes, faar man

a? —- b? o ae? (b° — %)
Py it T T o
b* — a? b2ep
=g YYo= b + c‘-’ﬁ“.

Linien gjennem de to Sk.)asrmgspunkte"r faar da Ligningen
ef (x4 ae) =a(l-+ €*)y,
som tilfredsstilles af & = — ae¢; y = O.
1 Regningerne er kun taget Hensyn til Elipsen.
162. Ex (& ») Tangentérnes Skjeringspunkt, faas for Rerings-

punkterne
: a /€2 g 1"
w’z'gi—b—'r’ \\ﬁ@ﬁSgﬁé\ .
Xy ?le_'_ ﬁ )8\
ia Ma - -
{ r‘-ﬂuﬂm’w
- b /8 1
¥ '1+‘0;§_’\/;5+E;—

¥e ENISE v
a? 2

Afstandene fra (£, 5) til Breendstraalerne til Roringspunk-
terne udtrykkes ved
ne, — by, ae (1= yy) 1 —8q ta (1—4.)
a -+ exr, a -+ exy
som ved Indswmttelse af de fundne Vardier giver den
4
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samme numeriske Verdi af begge Afstandene

B
b\/ﬁer—q——l.

Man faar et simpelt geometrisk Bevis for Satningen, ved

at forlenge begge Brwendstraalerne, til de blive lig den
store Axe, forbinde Endepunkterne med Tangenternes
Skjeringspunkt, og bevise at de derved dannede to Tre-
kanter ere kongruente.
163. Feldes fra Breendpunkterne Lodrette paa - Tangenterne,
- fremkomme to ligedannede Firkanter (146).
a?
=
e
170. En Cirkel med Centrum i Brandpunktet.
171, ab.

164.

165

175. En Ellipse.

176. 5" cos® ¢.

I79. Konstant og kun afhengigt af Eccentriciteten.

180. En Ellipse med Axerne a (1 -+ ¢%) og a (1 — )}

182. Differensen mellem Punkternes Abscisser.

184. Bevis at AL =£ ab.

188. Tangenten til Ellipsens andet Toppunkt.

189. Rigtigheden af denne Seetning indses - umiddelbart, naar
man erindrer, at Ellipsen kan betragtes som Projection
af en Cirkel, og at et Par konjugerede Diametre i El-
lipsen da ere Projectioner af to paa hinanden lodrette

Diametre i Cirklen, samt at ved Projectionen - forandres

drpcs i

b
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alle Arealer og alle parallele Linier i konstant Forhold.
Den samme Bemerkning gjwlder om en Masngde andre
af de her fremsatte Swtninger (f. Ex. 112, 116, 123,
135, 139, 143, 167, 168, 184).

191. Ex Ellipse, hvis ene Brendpunkt er det givne Punkt, og
hvis store Axe er Diametren gjennem dette Punkt.

192. Ledelinien.

194. En Xurve af 4de Grad.

-195. Cirkler, hyis ﬁadier ere den store Axe, og hvis Centrer

falde i den faste Ellipses Brsendpunkter.



